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Presentacion

Los materiales de este libro han sido desarrollados para el curso introductorio de algebra lineal,
dirigido a estudiantes de pregrado tanto de la UNE como de otras carreras de la Universidad
Nacional de Educacion. En ellos se resume la experiencia de impartir el curso durante afios de
dictado en algebra lineal. Nuestro propoésito es dotar a los estudiantes de un texto en especial
un capitulo del curso de algebra lineal con los temas basicos de la teoria de las transformaciones
lineales que, resalte los aspectos geométricos del tema, no oculte algunas demostraciones
fundamentales que permiten reconocer las vinculaciones entre distintos conceptos y muestre
algunas de sus aplicaciones. El libro incluye ademas listas de ejercicios que privilegian la
aplicacion de conceptos sobre los aspectos puramente algoritmicos. Esta nueva edicion presenta

la derivada como una transformacion lineal.

Este capitulo es uno de los més importantes del curso de Algebra Lineal, aqui estudiaremos

transformaciones lineales, sus propiedades y su relacion con las matrices.
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Resumen

Las transformaciones lineales son funciones entre espacios vectoriales. Ellas preservan
(mantienen) las estructuras lineales que caracterizan a esos espacios: los transformados de
combinaciones lineales de vectores son las correspondientes combinaciones de los
transformados de cada uno de los vectores. Las funciones que mantienen las estructuras
caracteristicas de los espacios entre los que actiian son de especial importancia porque permiten
“moverse” entre ellos comparando las estructuras que los definen; en particular, permiten
analizar cuén diferentes o semejantes son desde el punto de vista de esas propiedades (lineales,

en el presente caso).

En este sentido las transformaciones lineales son tan importantes en el estudio de los espacios

vectoriales, como las isometrias o movimientos lo son en la geometria.
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Transformaciones Lineales

En el presente texto, abordaremos la transformacion lineal entre dos espacios vectoriales sobre
un mismo cuerpo. Discutiremos las propiedades generales y los tipos especiales de
transformaciones lineales. Se introducira la estructura del nucleo y la imagen de una
transformacion lineal, y se analizard la relacion entre sus dimensiones. Al fijar una base en cada
espacio, se determinard la matriz asociada a una transformacion lineal. Finalmente, se tratara
sobre los espacios vectoriales de las transformaciones lineales y el espacio dual de un espacio

vectorial.
1.1. Definicion

Consideremos dos espacios vectoriales V y W sobre el cuerpo K, a la funcion T: V. — W,
llamaremos una transformacion lineal u homomorfismo si y sélo si cumple con las siguientes

condiciones:

i) T(x+y) =T(x)*T(y), Vx,y €V
Es decir: Que la imagen de la suma de dos vectores de V es igual a la suma de sus
imagenes en W.

ii) T(x) =AT(x),Vx EV,LEK.
Es decir: Que la imagen del producto de cualquier escalar por todo vector de V es igual

al producto del escalar por la imagen de dicho vector en W.

1.2. Interpretacion Geométrica

SeaT:V — W, una transformacion lineal.

V W
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1.3. Teorema

Sea(V,+,K,.)y(W,+,K,.)dos espacios vectoriales, la funcion T: V— W es

una transformacion lineal si y sélo si. T(ax+ By) = aT(x) + BT(y), Va,p e Ky VxyeV
Demostracion

Suponiendo que T: V — W es una transformacion lineal entonces (i), (i1) son

validos; como V es un espacio vectorial = ox,fy e V, Va,fe K yVxye V.

Entonces ax + By € V ahora por la parte (i) se tiene: T(ax+ By) = T(ax)+ T(By)

Y por la parte (ii) se tiene:

T(ox+ By) = T(ax)+ T(By) = aT(x) + BT(y), Vx,y €eR, Va,feK

T(ax+ By) =aT(x) + BT(y)

Reciprocamente supongamos que:

T(ox+ By) =aT(x)+BT(y), Va,f e Ky VxyeV

Entonces como o, e K=>a=p=1

i) Pues 1 e K= T(1.x) =T(x) + T(Y) se verifica i)

Sia=A, b=0,10€eKentonces T(Ax +0.y) = AT(x) + 0.T(y) = AT (x)

= T(Ax) = A se verifica (ii),por lo tanto T es une transformacion lineal.

Ejemplo. - Probar que I : V — W (transformacion identidad) I(x) = x,Vx€eV es una

transformacion lineal.
Solucion:

i) I(ax + By) = ax + By = al(x) + BI(y)
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I[(ax + By) = al(x) + BI(y),Vx,y eV,a,B €k
Por lo tanto, I es una transformacion lineal.

Ejemplo. - Determinar si la aplicaciéon f:R? — R3 definida por f(x,y)=(2x, - y,x) donde k =

R es una transformacion lineal.
Solucion
i) LGy + (2, ¥2)] = f(x1,y1) + f (%2, y2)por probar
I, y1) + (x2,¥2)] = f(x1 + xz,)’1+3’2)
= (2(x1 + x2), —¥1= Y2, %1 + X3)

= (2x1, —y1,%1) + (2%3—Y7,X3)
= f(xu, 1) + f(x2,2)

ii) f(A(x,y)) = Af (x,y) por probar
f(A(x, y)) = f(Ax, Ay) = (2Ax, =4y, Ax) = A(2x, =y, x) = Af (x,¥)
por lotanto f:R? — R3 es una transformacion lineal.
Ejemplo.-SeaT:R3 —» R3talque T (X, y, 2) = (X, 2, Z)
[T es una transformacion lineal?
Solucion
Sean (x1,y; 21)€R?, (x2,¥,2,) € R® entonces
(X1, ¥1,21) + (X2, ¥2,22) = (X1 + X2, Y1 + Y221 + 23)
T[(x1,y1,21) + (x2,¥2,22)] = T(X1 + X2, 1 + ¥2,21 + 22) = (x1+x3,2,21 + 23) (1)

T(x1,y1,21) + T(x2,¥2,22) = (%1,2,21) + (X2, 2,23) = (X1+%x3, 4,21 + Z3) ..(2)
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de (1) y (2) tenemos T[(x1,1,21) + (x2,¥2,22)] * T(x1,¥1,21) + T (%2 Y2 Z2)
Por lo tanto, T no es una transformacion lineal.

Ejemplo. - Sean los subespacios R™yR™, xe€R"™ un vector y A una matriz de R™",

comprobar que la funcion T: R™ — R™ Definida por T(X) = Ax, A fijo, es una transformacion

lineal.
Solucion
i) Probaremos que T(x+y) =T(x)+T(y), x,y € R"
T(xty) = A(xty) =Ax+Ay=T(x)+T(y)
 Tcky)=T®)FT(y)
i) Probaremos que T (Ax)= AT(x), A € R, Xe R"
T (Ax) =A( 1x,) = 1 Ax = AT(x)
<T(Ax)= AT (x)
Por lo tanto, de (1), (i1) T es una transformacion lineal.

Ejemplo. - Sea el espacio vectorial V = {f/ f: R— R continua} sobre el campo R, definimos:
T: V-V tal que T (f(x)) =[; f()dt

Probar que T es una transformacion lineal.

Solucion

) T(F)+g(x) =T(f(x) +T(g(x)), V f.g €V por probar

T(F () + 9(0) = T((f + 9) () = f (f + ) (D)t
0
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=i (F®O +g®)dt = [, fO)dt + [ g©)dt =T (f(x)) + T(g(x))
T(f) +9@) =T(f()) + T(g(®))
ii) T (Af(x))=AT(f(x)), V fe V y A € R por probar
T(Af(0) = T(AH X)) = [; A Ddt
= Jo Af(Odt =2 [ f(O)dt = 2T(f (x))
TQAf (X)) = AT(f(x))
Por lo tanto, de (i), (ii), T es una transformacion lineal.

Ejemplo. - Consideremos V un espacio vectorialy f:V — R,g:V — R dos transformaciones
lineales, sea F : V = R? una aplicacion tal que F(v)=(f(v), g(v)),V v €V,demostrar que F es una

transformacion lineal.
Solucion
i) F(v+w)=F)+ f (w), Vv,w eV por demostrar:
Flw+w) = (f(v+w),gv+w))
= (@) + f(W), gw) + g(w))por ser f'y g transformacion
= (@), g@)+ (fw),gw)) =F@) + F(w)
Por lo tanto, F (v + w) = F(v)+ F(w)
ii)  F(Av)=AF(v), V v €V, 1 € R por demostrar
F(Av) = (F(AV), 2(Av) =(Af (v),Ag(v)) por ser fy g transformacién

= A(f(v), g(v)) = AF (v), por lo tanto, F(Av) = AF (V)

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE pag. 11



Transformacion Lineal La Cantuta

Luego de (i) y (ii) F es una transformacion lineal.

Ejemplo. - Si T:R? — R3 es una transformacion lineal tal que T (1,2) = (1,0,-1), T (2,1) =

(2,1,-2) hallar T(x,y)
Solucién
Expresaremos a (X,y) € R? como conbinacion lineal de (1,2)y (2,1)

xy)=oa(1,2)tp2,1) ...(1)

(x,y) = (o + 2B, 2a+ B), por igualdad se tiene:

( ( 2y —x
o=
x=a+ 2p) J 3
Jy =20+ B) = - 2x —y reemplazando en (1)
l TR
2y — x 2x —y
(x,y) = (1,2) + (2,1)
3 3
T(x,y)=T [2y3_x (1,2) + ZXT_y (2,1)] .T transformacion lineal
2y — x 2x — 2v — x 2x —
Y X+ Y vy =2 "X 0,-1) + 22 - Y 21,-2)
2y — x 2y — x % 2x—y 2
Ty = (50 - 25+ Gex-n. 52 -2 @x- )

_(2y—x+4x-2y 2x-y 2y—x 2 _ 2x-y
(R 04+ 52, -2 - Sn ) ) = 5w

T(x,y) = (x, Zx;y , —X)

Ejemplo. - Si F es una transformacion lineal de R® en R? tal que F (0,-1,1) = (1,2), F(1,-1,0)

=(3,4) y F(1,0,0) = (5,6).hallar F(x,y,z)
Solucion

Escribiremos a (X, y, z) €R® en combinacion lineal de (0,-1,1),(1,-1,0) y (1,0,0) es decir:
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(x,y,2)=0(0,-1,1)+ B(1,-1,0)+ y(1,0,0) ..(1)

(x,y,2) = (B+y,- a- B, o), por igualdad tenemos

x=B+A1 a=z
y=-a—8 B = —(y + z) reemplazando en (1)
Z7=q A=x+y+ z

(x,y,z) = 2(0,-1,1)- (y+2)(1,-1,0)+(x+y+z)(1,0,0)

Como F es una transformacion lineal, entonces

F(x,y,2)=F [Z(0,-1,1)-)y + 2)(1,—1,0) + (¥ + 22)(1,0,0)]
=7zF(0,-1,1) — (y + 2)F(1,-1,0) + (x + y + 2)F(1,0,0)

=z (1,2) -(y+2) 3,4) H(xt+y+z) (5,6)

= (z-3y-3z+5x+5y+52,2z- 4y - 4z+6x+6y+67)
=(5x+2y+3z,6x+2y+47)

F(x,y,z) = (5x + 2y 4+ 3z,6x + 2y + 42)

Ejemplo. - Si V = M,,,(R) conjunto de las matrices de orden dos y sea T: M,,(R)—R una

aplicacion tal que: T(A) = a1 + ay;
Donde A € M,,,(R) ;T es una transformacion lineal?

Solucion

Sean A, B € MZ*Z(R) = A:{an aiz} ) B:{b“ b12:|

a21 a‘22 b21 b22

1) T(A+B) = T(A)+T(B) por comprobar

Y - PR P I L PR O
TAB=T (Lﬂ azj+[b21 b,, D

=T ([aﬂ alz}"‘[bu e D =(a11 + b))t azztbyy)
a; dp b, b,

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE pag. 13
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= (ay1 + az)H( b11tby) =T (A)+T(B)
+T (A+B)=T(A)+T(B)

i)T(AA)=AT(A), V A€ My,,(R) y A€R por probar
A A
T(AA)=THa“ a12}]:-|-{ a, alz}
8y 8y A8y Ay,
= Aay +Aaz; = A(ag1 + azz) = AT(4)

T (AA) = AT(A)

Por lo tanto, de (i) y (i1) T es una transformacion lineal.

1.4. Proposicion
Sea (v, +, k,.), (w,+.,k,.) dos espacios vectoriales y T: V. — W una transformacion lineal, se

cumple las siguientes afirmaciones.

a) T(iz::aivij:gaﬁ(vi) b) T(6,)=06,

o T(-v)=-T(v)
Demostracion

a) Lademostracion se hace por induccion

2
i) Sin=2,secumple T (Zaivij =T (e, +,V,)
i=1

=T (V) +a,T (V,), V.V, €V

a,,a, €k pues T es transformacion lineal.

ii) Supongamos que paran =h con h > 2 se cumple:

T (?Zj‘aivi ] = iZ:aiT (v;)
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h
=T (Z AT J +T (1Y, ) pues T es transformacion lineal.
i=1

h
=T (Z aV, ] + 1T (V1) de (ii) T transformacion lineal.
i=1

h+1
=Y aT(V;), por lo tanto, se cumple paran=h + 1, n=h+1, h>2
i=1

Entonces se cumple ¥V n> 2

by T (9\,) =T (t9v + 9\,) =T (9\/ ) +T (9\,) T es transformacion lineal.

6,=T(0,)+6,=>T(6,)=06,
o T (—V +V) =T (—V) +T (V) por ser T transformacion lineal.

v

T(6,)=T(v)+T(~v)=8,

L T(=v)=-T(v)

1.5. Clasificacion de las Transformaciones Lineales
Sea (V, +, K,.), (W, +, K,.) dos espacios vectoriales y f: V — W una transformacion lineal es
decir q se cumple (i) y (ii) en esta definicion f no tiene ninguna condicion salvo que solamente

sea una funcion por lo tanto daremos los siguientes conceptos:

f es un morfismo < fes inyectiva
f es un epimorfismo <> fes sobreyectiva

f es isomorfismo <> fes biyectiva
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Si V =W, entonces la transformacion lineal f se llama endomorfismo y si esta es biyectiva
entonces recibe el nombre de automorfismo, es decir un automorfismo es toda transformacion

lineal biyectiva de un espacio vectorial en si mismo.
Ejemplo. - Si f: R> - R? es una aplicacion definida por f(x,y) = (x + y,x — y)
[f es un automorfismo?
Solucién
Para que f sea un automorfismo debemos probar que f sea una transformacion lineal biyectiva.
a) fes una transformacion lineal.
) (G, y1) + (x2,92)) = f(x1 + X2, 01+ ¥
=X+ X Y1+ Y2, %1+ X —y1—Y2)
= (x1 + Vi, X1— }’1) + (X2t Y2, x2—y2)
= f(x1,y1) + (x2,52)
Por lo tanto, de (1)(i1) f es una transformacion lineal.

b) fes inyectiva
sea (xq,y1), (x2,¥,) € R? , tal que

[, y1) = f(x,y2) = (x1 + Y1, X1— )’1) = (X2t Y2,%2—Y2)

{x1+y1=x2+Y2 N {xlzxz
X1—=V1 =X2- Y2 yi=Y,

Luego f(xy,¥1) = f(x2,¥2) = (x1,¥1) = (%2, ¥2)
Por lo tanto, f es inyectiva.

¢) fessuryectiva

V (x2,¥2)€ R?, 3(x1,¥1) € R? tal que f(x;,y1) = (x2,52)
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(x1+ ¥4, x1— y1) = (x5, ¥,)por igualdada se tiene:

x_xz + 2
{x1+y1=x2 N ! 2
X1=V1 =)2 y _ X2 T Y2
= ——2%
2

Luego de (a), (b)y (c) f es un automorfismo.

La Cantuta

Ejemplo. - Sea f :R®> — R® una transformacion lineal definida por f (X, Y) = (X+ y,0,x+ Y)

[f es monomorfismo, epimorfismo?

Solucion

f es monomorfismo si f es inyectiva.

Si x#y y se tiene (X, y)¢(y,x) sin embargo f(X, Y)= f(y,x)

Por lo tanto, f no es inyectiva.
Por lo tanto, f no es un monomorfismo.

F es un epimorfismo si f es sobreyectiva.

V(X Y,2)€R® tal que f(a,b)=(xy,2)

Luego para (3,1,2) € R? no existe (X, Y) eR*/f (X, y) = (3,1,2)

Por lo tanto, f no es sobreyectiva con lo cual f no es un epimorfismo.

Ejemplo. - La aplicacion f :R® — R® definida por f (X, Y, Z) = (y,—x, Z)

3
f es un automorfismo en R*?

Solucion

Para que f sea automorfismo debe ponerse que f es una transformacion lineal biyectiva.

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE
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a) fes una transformacion lineal

) f (00 Y0 2)+ (% Y20 2)) = F (X + %, Yy + Y5, 2+ 2,)
:(Y1+yz’_x1_xz’21+zz)
= (Yo%, 2)+(¥2 %, 2,)
= f(xi’Yle)"' f (Xz!YZ’Zz)

ii) f(ﬂ(x, y,z)): f (A%,4y,42)=(4y,~Ax,Az)=A(y,-Xx,2)=Af (X, y,2)

Por lo tanto, de (i) y (ii), f es una transformacion lineal.

b) fesinyectiva.

Sean (X1'YI’21)’(X2’ yz’zz)e Rs, tal que f (Xilyl’zl): f (Xzi)’mzz)
(Y1’_X1’Zl)’(yZ’_lezz):>X1:X2AY1: Yong =1,

Luego f (Xv Y1121): f (Xzi Y2’Zz):>(xl’ yl’zl):(XZ’ yz’zz)

.. fes inyectiva

¢) fessobreyectiva.

V(X,y,2)e€ R3,E|(a,b,C)€ R® tal que f (ab,c)=(xy,2)
(b-ac)=(x,y,z)=>b=x,a=-y, c=z
Luego V(X,¥,2)eR*,3(a,b,c)=(-y,X 2) tal que

f(abc)="f(-y,xz)=(xY2)

.. fes sobreyectiva

Por lo tanto, de (a), (b) y (c) f es automorfismo.

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE
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1.6. Proposicion

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre ky T :V —W una transformacion lineal,

se cumple las siguientes afirmaciones.

entonces

a) T (Vl) = {T (06) eWla Evl} es un subespacio de W para cualquier subespacio V, de V.

b) Si W, es un subespacio de W entonces:
T (W1) = {06 eVIT (Ot) EW1} es un subespacio de V.

¢) Tesinyectiva T (a)=0,=>a=6,
d) Si {Vl, Voo Vr} son linealmente independiente y T es

= {T (Vl) T (V2 ) - (Vr )} es linealmente independiente en W.

Demostracion
a) i) Sea BB eT(V,)= B +p,eT(V,) por probar
Si feT(V,)=3e eV, IT(a)=5
B, €T (V;)=3a, €V, /T (at,)= B, sumando

T(al)+T (az):ﬂl+ﬂ2

Como T es una transformacion lineal entonces

T(ay+a,)=T(e,)+T ()=, + B, entonces
T (051 + 0{2) =B, +p, ycomo a,,a, €V, yV, esun subespacio de V.

Entonces &, +a, €V, = B+, €T (Vl)

ii)y Sea A€k, feT (Vl):>/1,3€T(Vl) por probar
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Si ﬂET(Vl):>E|0€ eV, tal que T(Ol)=,3 y como V, es subespacio de V

= AaeV,=>T(la)=T(a)=1p
Como T (/105) =Ap=Ap=T (Vl)
=T (Vl) es un subespacio de W

b B T(W)=4
¢ €T (W,) como W, es un subespacio de W

=60 eW,=>T(0)=6
=0eV=>THW,) =g

i) Sean @, &, €T (W)= +a, eT(W,)?
Si oy €TH(W,)=3B, €W, tal que T(es)=4
a, €T (W,)=3B, €W, tal que T(e,)=/, sumando
T(a)+T(a)= B+,
Como T es una transformacion lineal.
T(a+a,)=T(a)+T(a,)=p,+p, ycomoW, esun subespacio
deW = f+B,eW, = o +a,eTH(W,)

i)y Si Aek, aeTH (W)= ¢daeT™(W,)?
a T (W)= 3BeW, /T (a)=p y T(ia)=AiT(a)=18
Como W, es un subconjunto de Wy A ek = 18 €W, entonces

Aa eT_l(Wl),
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ST (W1) es un subespacio de V.
) =) Supongamos que T es inyectiva (hipoOtesis)
Supongamos T (06) =6 y por otra parte T (9) =0

=>T(a)+T(B)=>a=0
<) Supongamos que T(a)=0'=>a =0

Supongamos T(a)=T(B)=T(a)-T(B)=0'
=>T(a-p)=0'=a-p=0=a=p, a Yy [ soncualquicra =T es inyectiva.

d) D .aT(v)=6',como T es transformacién lineal.
i=1
Zr:aiT (v,)=T (Zr: aV, J =0' ycomo T es inyectiva
i=1 i=1

;

= Z(ZiVi =6 ycomo {V11V2 , ---,V,} son linealmente independientes.
i=1

S>g=a,=..=a,=0

r

Por lo tanto {T (V1) T (V2 ) . (Vr )} es linealmente independiente.

Ejemplo. -Si F:M,,(R)>R*/F [{aﬂ aizD =(ay, +ay,,a,)
aZl a'22

LF es una transformacion lineal? ;F es inyectiva?

Solucion

i Sia,ﬁeMZXz(R)ja{% a12:|,ﬁ:|:b11 blz}

a21 a22 bZl b22
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(Hﬁ{au angu blz}{aiﬁbn a12+b12}

a4, Ay by by a, +h, a,+h,
T(a"‘ﬂ):((an"'bn)"'(azz+b22)va21+b21)
:(a11+a22,a21)+(b11+b22,b21):T(a)+T(,B)

i) Sea AeR, aeMZXZ(R)jM:[ﬂaﬂ ialz}

A, Aay,
T(Aa)=(Aa,+Aa,, A8, )= A(a, +a,,8,)=AT (a)

Luego T es una transformacion lineal.

F es inyectivasi F(a)=0'=a =60

e MZXZ(R):a{aﬂ a“}: F@aﬂ alzD:(o,o)

a'21 a‘22 a‘Zl a‘22

a; tay :Ojan:_azz

:>(a11+a22,a21):(0,0):>{a21=O 2, =0

00
Luego {a“ alz} ;{ }: F no es inyectiva.
a, a, 0 0

Ejemplo. - Si F:R* > R® tal que F (X, %,,X;,%,)=(0,%,0,%,, %3, X,)

LF es una transformacion lineal? ;/F es inyectiva?

Solucion

D P[00 %)+ (Vi Yar Vo Vo) | = F O+ Y0 X + Y5, X + V3 X, +Y,)

=(0,X1+y1,0,x2+y2,x3+y3,x4+y4)
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F[(xl,xz,x3,x4)+(yl,yz,y3,y4)]=(0,x1,0,x2,x3,x4)+(0,yl,O,yz,y3,y4)
= F (X0 X0 %50 %4 )+ F (Y1, Y20 Va1 V)
i) F(2(%,%.%.%,)) = AF (X%, %, X,) por comprobar
F(A(X0 %50 %50 %, )) = F (A%, A%y, %5, A%, ) = (0, 4%, 0, A%, , A%, AX, )
= 2(0,%;,0, Xy, X3, X, ) = AF (X, X5 X5, %, )
Luego de (i) y (ii) F es una transformacion lineal.
F(x,y,2,w)=(0,0,0,0,0,0)=(x,y,z,w)=(0,0,0,0)
F(x,y,2,w)=(0,x0,y,2,w)=(0,0,0,0,0,0)=> x=y=z=w=0
Luego  F (X Y,2,w)=(0,0,0,0,0,0)=(x,y,z,w)=(0,0,0,0) entonces F es
inyectiva.

1.7. Nucleo e imagen de una transformacion lineal
a) Definicion. - Sea T:V —W una transformacion lineal, llamaremos nucleo de la

transformacion lineal T al conjunto denotado por “N(T)” y queda definido como:

N(T)={veV/T(v)=46,}

w

Es decir, el ntcleo de T es el conjunto formado por todos los elementos de V tales que sus

imagenes mediante T son igual al elemento nulo de W.
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El nicleo de toda transformacion lineal es la pre-imagen del vector nulo del segundo espacio,

es decir [N(T)=T7(6,)

Por definicion, un vector perteneciente a V es un elemento del nucleo si y solo si su imagen es

el vector nulo de W.

xeN(T)e=T(x)=6

w

Ejemplo. - Determinar el nicleo de la transformacion lineal  f: R®>R® tal que
F(xYy.2)=(x-2,y-12)
Solucion
N(f)={(xy.2)eR®/ f(xy,2)=(0,0)}
Como f (X, Y, Z) = (0, 0) de donde (X— Z,y- Z) = (0, 0) por igualdad se tiene:
Xx-z=0
SX=Z AY=Z AX=Y=1
y-z=0

Luego N(f):{(x,y,z)eR3/x:y:z}

3
Representa una recta en R

zu Y“
N(f)
o} - -
I,f X 0 X
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Observacion. - De la definicion de nticleo de una transformacion lineal

f:V—>W observamos que N(f)CV .

También demostraremos que f (9\,) =0, dedonde 6,€N ( f ) y de esto se tiene que el
nucleo de toda transformacion lineal de f es no vacio.

b) Proposicion. - Sean (V,-l-,k,-) y (W,+,k,-) dos espacios vectoriales y f:V —>W una
transformacion lineal, demostrar que: (N ( f ),+, k, ) es un subespacio de (V K, )

Demostracion

i) N(f)¢¢ de la observacion
ii) Si X,VEN(f):>X+y€N(f) por probar
xeN(f) f(x)=8
= sumando f (x)+f(y)=4,
yeN(f) f(y)=46,
f (X + Y) =0, por qué fes transformacién lineal

= X+YeN(f) definicién del nicleo.

iii) lEk,XEN(f)DlXEN(f) por probar
sixeN(f)= f(x)=6,=>1f(x)=40,

= f (ﬂ«X) =0, puesto que f es transformacion lineal

= AxeN ( f ) definicion de nucleo.
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Por lo tanto N ( f ) es subespacio de V.

¢) Definicion. - Sea T :V —W una transformacion lineal. Llamaremos imagen de la

transformacion lineal T al conjunto denotado por “Im(T)” que definiremos como:

IM(T)={weW /3veV AT (v)=w}

También se puede expresar en la forma Im (T) = {T (V) v eV}

_—

Im(T)

Es decir: weW es un elemento de la imagen de T, si existe veV tal que T (V) =W esto

quiere decir que la imagen de una transformacion lineal es la totalidad de las imagenes de los

vectores del primer espacio.
Observacion. - Sabemos que T(&V):HW de donde 9W € |m(T) lo que significa que
Im (T ) 0.
d) Proposicion. - Sean (V 4K, ) y (W +K, ) dos espacios vectoriales y
f:V >W una transformacién lineal, demostrar que:

(|m< f ),‘l',k,-) es un subespacio de (W,‘hk,-).

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE pag. 26



Transformacion Lineal La Cantuta

Demostracion
i) |m( f ) #¢ de la observacion
ii) Si U,VElm(f):>U+VEIm(f) por probar

uelm(f) IxeV/f(x)=u
= sumando
velm(f) yeV/f(y)

v
f(x)+f(y)=u+V, fes transformacién lincal
f(X+y)=u+v y x+yeV
=U+velm(f) definicién de imagen.

iii) Sea A€k, uelm(f)=AueIm(f) porprobar
siuelm(f)=3IxeV/f(x)=u
Af(X)=2U por ser f transformacién lineal
f(Ax)=Au, XV de donde AU €Im(f) por definicion de Imagen.
Por lo tanto (IM( f),+,K,.) es un subespacio de W.

Ejemplo. - Sea f : R* - R® la transformacién lineal definida por f (X, Y) = (X +Y, X=Y, X+ ZY)

Hallar Im(f)
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Solucion

Im(f):{(x,y,z)e R*/3(a,b)eR* A f(a,b)=(x, y,z)}

f(a,b)Z(X, y,Z) de donde (a+b,a—b,a+2b)=(x,y,2) por igualdad se tiene:

a+b=x 24 u:a
=X+

a-b=y 3a=2 yz 22+z
=2y+

a+2b=1z y yT=

X+y 2y+1z
2

= 3X+3y=4y+22=3x-y—-2z=0

g Im(f)z{(x,y,z)eR3/3x—y—22=0}
1.8. Teorema
Sean (V. +.K,.) y (W,+K,.) espacios vectorialesy T:V —W una transformacién
lineal, se cumple:
a) Tesinyectiva < N(T)=1{6,}
b) Sea  {V%,Vp,..,Vy}  un conjunto linealmente dependiente en V, entonces
{T(%),T(V,),-T(Y,)} son linealmente dependiente en W,
¢) i {V,VyV,} son vectores de V tales que {T (%), T (V). T(V, )} son linealmente

independiente en W, entonces {Vl,Vz,---,Vn} son linealmente independiente.
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d) Si {Vl, Vo Vn} es un conjunto linealmente independiente y T es una transformacion

lineal inyectiva, entonces {T (Vl),T (VZ),---,T (Vn )} es linealmente independiente de

W.

Demostracion
a) =) Asumiendo que T es inyectiva probaremos que N (T) = {QW} se debe cumplir que
{0y N(T).

0,eN= {(9W} C N, ahora falta probar que N C {ﬁw}

Sea XeN(T)=T(x)=6,=T(6,)=x=6,

>xe{,}=>N(T)c{6,}

= N(T)c{6,}
<) Por demostrar que T es inyectiva
Es decir: si T(X)=T(y)=>x=Yy

F(x)=F(y)=T(x)-T(y)=6,=T(x-y)=6,

=>x-yeN(T)=x-y=6,=>x=y

b) Como {Vl,Vz,---,Vn} es linealmente dependiente = 3i tal que ZOtiVi =60, n a, %0,
i1

aplicando T (transformacion lineal) se tiene:
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i=1

{T (V1) T (Vz ) s (Vn )} son linealmente dependiente en W.

¢) Consideremos una combinacion lineal en V.

n
Zozivi =0, por demostrar que &, =a,=...=a,=0
i—1

Aplicando la transformacion lineal T se tiene: T (Z aV, j =T(6,)=6,

iaiT (Vi ) =0, como T (Vl) o (V2 ) N uioel (Vn) son linealmente independiente

Entonces {Vl, VsV, } son linealmente independiente.

d) Consideremos una combinacion lineal en W.

ZaT 0, , aplicando Transformacion Lineal

T[Zaivij 0, :Zav eN(T
i=1
Como T es inyectiva por la parte (a) se tiene:

Yavi=0,=¢=0Vi=12..n

Porser Vv,,V,,...,v, linealmente independiente por lo tanto {T (Vl) T (Vz ) yeon T (Vn )}

n

es linealmente independiente.
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Ejemplo. - Sea f:R* >R®> una transformacion lineal, probar que: T es inyectiva

<T (1, 0) y T (1, O) es linealmente independiente.

Solucién
=) Tesinyectiva =T (1,0) y T(L0) son lincalmente independiente consideremos
la combinacién lineal en R”.
aT (1,0)+ AT (1,0)=(0,0)= a = =0 por probar.
Como T es una transformacién lineal entonces:
T[a(10)+(1,0)]=(0,0)=T(a,B)=(0,0) , como T es inyectiva
=(a,8)=(0,0)=>a=5=0

Por lo tanto T(l,O) y T(l,O) son linealmente independiente.

1.9. Dimensiones del nucleo y de la imagen

Teorema. - Sea (V,-l-, k,-) un espacio vectorial de dimensiones finitay f:V —>W una

Transformacion lineal entonces: dim(V ) =dimN ( f )-I- dim Im( f )

Demostracion

1ro. Suponiendo que |m( f ) = {9} = dim |m( f ) =0 de donde se tiene:

dim(V)=dimN(f)
2do. Suponiendo que |m( f ) * {9} y como V tiene dimension finita entonces Im(f) tiene

dimension finita, es decir que:
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si {Wl, Wy, Wr} es un conjunto linealmente independiente en Im(f), entonces existe un
conjunto linealmente independiente en V = {Vl,Vg,---,Vr} tal que f (Vi ) =w, i=12,..,r
3ro.Si N ( f ) * {QW} , asumimos que {ul,uz,...,up} es una base de N(f).

Ahora debe probar que {vl,vz,...,v,,ul,uz,...,up} es una base de V dondedimV =r+p y

dimim(f)=r y dimN(f)=p

i) Si {vl,vz,...,Vr,ul,uz,...,up} genera a V. —=> existe escalares X, Xy, X, Y3, Ypren ¥,

unicos tales que Vv eV es combinacion lineal de {vl,vz,...,vr,ul,uz,...,u } es decir:

p

V=XV XoVp o XV YUy + YUy + Y U
Si veV = f(v)e Im(f):> existen escalares
X, X, X, tal que f(V):X1W1‘|'X2W2""""'XrWr

porque W,,W,,...,W, es una base de la Im(f) como f (Vi ) =W

2

Vi=12,..r , entonces:
F(V)=xf(v)+%F(v,)+..+%f(v,)
= f (XY, + X%V, +...+ XV, ) porque f es transformacion lineal
(V)= f (V4 XV, +..+XV,)=0
f(V=XV, =XV, —..—=XV,) =0 porque f es transformacién lineal.

=S V=XV, =XV, —..= XV, € N(f) | definicion de N(f)
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Luego {V— XV, — XV, —---—XrVr} es combinacién lineal de {ul,uz,...,up} porque es
base de  N(f) es decir  existen Yir Yareoo Yy tal  que:
V=XV = XV == XV, = YUy + YUy o+ YU , de  donde se  tiene:

V=XV, XV, + e XV, Yyl YUy ok YU, por 10 tanto  {Vy,Vy, e,V Uy, Uy, U |
genera a V.

ii) Ahora probaremos que {Vl,vz,...,vr,ul,uz,...,up} es linealmente independiente.
XV + XV o+ XV, + YUy + YU, + YU =6,
f (x1v1+x2v2+...+xrvr + YU, + YU, +.t ypup): f(6,)
X (V) +%f(v,)++xf(v,)+f (ylul+y2u2+...+ypup):6?W
XOW, X Wy ot X W, + T (Yl + Yol .+ YU, ) =6

w

Como {Wl, W,,..., Wr} es una base de Im(f)

=X =X,=..=X =0 dedonde

f (ylul+y2u2 +...+ypup)=6’w = YUy + Yo, +...+y,u e N(T)
Y como {ul,uz,...,up} esunabase de N(f) =y, =y, =..=Yy,=0
Porlotanto X =X,=..=X,=Y,=Y,=..=Y, =0 de donde

{Vl,vz,...,vr U, Uy, up} es linealmente independiente en consecuencia

{Vl,vz,...,vr,ul,uz,...,up} es una base de V.
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4to. Del paso 3ro. Se tiene que: dimV =r+p y como dim |m( f ) =Iy
dimN (f)=p
o dimV =dimN(f)+dimIm(f)
Ejemplo. - Dado T:R*—R? tal que:
T(X,y,2,W)=(X—y+2z+3w,y+4z+3w,x+62+6w)

a) Probar que T es una transformacion Lineal
b) Hallar N(T), Im(T) y dim(N(T)), dim(Im(T))

Solucién
a)  Sea X=(X,%. %, %), Y=Y Y Va: Vs )
X+ Y= (X Y0 X+ You X F Yau X +Ys)
Por probar: T (X+Y)=T(x)+T(y)

) TOXHY) =T YL X+ Yo X + Yo X +Ys)

=X+ Y, =X =Y, + 2% + 2y, +3X, +3Y,,
X, + Y, +4%; + 4y, + 3%, +3Y,, X + Y, +6X, +6Yy, +6X, +6Y,)

= (X, = X, +2X; +3X,, X, + 4%, +3X,, X + 6%, +6X,) +
(V1= Yo +2Y; +3Y,, Y, +4Y; +3Y,, Y, +6Y; +6Y,)

=T(x)+T(y)

ii) Ae R, Xe R4, T (ﬂ,X) =AT (X) por probar
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T(AX)=TA(X, %y, X5, X, ) =T (A%, A%y, A5, AX,)
= (A%, — A%, + 2%, + 34X, AX, + 44X, +3AX,, A%, + 64X, + 61X, )

= 2(X = X, + 2%, +3X,, X, + 4%, +3X,, X, + 6%, +6X, ) = AT (X)

Porlotanto T:R*—>R® esuna transformacion lineal.

b) Calculando N(T) = nticleo de la transformacion
N(T)= {(x y,z,W)eRY/T(xy,z,w) :(0,0,0,0)}
T (X, Y, Z, W) = (O, 0, 0,0) , de donde se tiene:

(X—y+2z+3w,y+4z+3w,x+62+6w)=(0,0,0)
Por igualdad se tiene:

X—y+2z+3w=0
y+4z+3w=0 =

{X+62+6W:0 {X:—GZ—GW
X+6z+6w=0

y+4z+3w=0 - y=-4z-3w

Si (x,y,2,w)eN(T)=(xy,z,w)=(-6z—-6w,—4z—-3w,z,w)
(x,y,z,w)=(-62,-4z,2,0)+(-6w,—3w,0,w) = z(-6,-4,1,0)+w(-6,-3,0,)
Luego N(T)=L{(-6,-4,1,0),(-6,-3,0,)}

De donde una base de N (T) es {(-6,-4,1,0),(-6,-3,0,)}

De donde dim(N(T))=2

Calculando Im(T): imagen de la transformacion

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE pag. 35



Transformacion Lineal La Cantuta

Im(T)={(x,y.2)eR*/3(ab,c,d)eR* AT (a,b,c,d)=(x,y,2)}

T(a,b,c,d)=(xy,z)=(a-b+2c+3d,b+4c+3d,a+6c+6d)=(x,Y,2)

a-b+2c+3d =x

Porigualdad { b+4c+3d=y =
a+6c+6d=1z

= X+y=12

a+6c+6d=x+y
a+6c+6d=1z

Im(T)={(x,y,2) € R*/x+y =2}, calculando una base para Im(T)

Si (x,y,2)eIm(T)=z=X+Y , reemplazando

(%, ,2)=(%y,x+Y)=(x0x)+(0,y,¥)=x(1,0,1)+y(0,11) Iuego
Im(T)=L{(1,0,1),(0.11)} de donde una base para Im(T) es

{(£.0,2),(0.11)} = dim(Im(T))=2

1.10. Teorema fundamental de las transformaciones lineales
Sea (V,+,k,-) y (W,-l-,k,-) dos espacios vectoriales y {Vl,VZ,---,Vn} una base de V, si
{Wl,Wz,---,Wn} un conjunto cualquiera de vectores de W, entonces existe una TUnica
transformacion lineal T:V —W tal que T(Vi):Wi, Vi=12,..,.n
Demostracion

i) Existencia

Sea veV = v sepuede expresar de una tinica forma como

V:Zaivi, Vi=12,..,n, a ek como {Vl,Vz,---,Vn} es base de V.
=1
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Definimos T:V ->W como T Za

Afirmamos: que T es una transformacion lineal. En efecto:

Sean U,veV y abek probaremos que: T(au+bv):aT(u)+bT(v)

T (au+bv)= (aZa +bz j (.Z_: aa,) V+Z_1:bb J

=T (Zn:(aai +bb, )vij: Zn:(aai +bb; ) w,

i=1
= azn:ai +bew aT (u)+bT(v)
i=1
Por lo tanto T (@u-+bv)=aT (u)+bT (v)
ii) Unicidad:
Sea T:V —W otra transformacion lineal tal que T Za
Mostraremos que T =T’

Sea veV, T'( Za por definicion de T'

=T (V) por definicion de T
Luego T'(V) =T (V), VveV entonces T'=T
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Luego de 1) y ii) queda demostrado.

Ejemplos. - Sea T:R®—>R? una transformacion lineal definida de tal manera que a los

elementos de la base {(1,1,0),(1,2,1),(0,1, 3)} en R® le hace corresponder los vectores

(1,3),(5,1) y (0,1) respectivamente.

i) Hallar la imagen de un vector cualquiera de R®
ii) Hallar la imagen de (3, —1,5) y N(f)
Soluciéon

. 3 _—
i) Alaterna (X, Y, Z) € R® expresaremos en combinacion lineal de los elementos de la

base {(110),(12.1),(0.1,3)}

(X, Y, Z) = a(1,1,0)+ﬂ(1, 2,1)-|—;/(O,1,3) = (a+ﬁ,a+2ﬁ+y,ﬁ+3;/)

5X—-3y+2z
o=—

X=a+p 2
. 3y —z-3x
Por igualdad Yy=a+20+y = ﬁ:T
25 Y _X—y+12

2

(X,y,z)zw(l,l,o)+w(l,2,l)+X—y+z(0,1,3)

Como f(110)=(13), f(121)=(51), f(0,.13)=(0,1)

Como f es una transformacion lineal

f(xly,z):&;’”f(l,l,oﬁw XZy+z

f(1,21)+ £(01,3)
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_ 5x-3y+z
2

(1’3)+ X—y+12Z

3y—z-3x
—

5,1)+ £(01)

_(5x—3y+z+15y—52 —15x 15x—9y+32+3y—z—3x+3y+z)
2 ’ 2

= [Gy_SX_ZZ’Mj

- (xy,2) :(6y—5x—22,wj

ii) Calculando f(3,-15)= (—31, %lj

N(f)={(x,y,z)eR3/f(x,y,z)z(O,O)}

Como f (X, Y, Z) = (0,0) de donde se tiene:

(6y—5X—ZZ,MJ =(0,0) por igualdad
11
6y —5x—22 =0 11x+4y =0 y=—Zx
= 6y —-5x =
13x-7y+3z2=0 = 43
2 Z:—IX
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1 0][1 171 171 1
Ejemplo. - V=M,I(R W =R®
o520V =M, (R) 3wy [ 92 2L AT 2]

Una base de V en W consideremos los vectores:
W, :(2,1,1), W, :(2,1,1), W, :(0,0,0), W, :(—1,0,1),

Hallar la transformacion lineal.

Solucion

Sea aeM,,(R)=a=

{an a,

a'21 a'22

il i ] PR K
a, a, 0o 0| |o o] 10| |11

} entonces

ay, aﬂ}

{a+b+c+d b+c+d}
a21 a‘22

c+d d

a,=b+c+d b=a,—-a,
=
a,, =c+d c=a, —a,,

a,=a+b+c+d a=a,—a,
a22:d d:azz

faw a,] . 1o ! LR 11
[t Mrecafy ool ey ol 2

o a, o3 ay

T (0{) :(an _alz)T (a1)+(a12 _aZl)T (a2)+(a21 _azz)T (%)"’azzT (a4)

T(a)=(a,-a,)(211)+(a, -2, )(2.11)+(a, -2a,)(0,0,0)+a, (-1,0-1)
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T (0‘) = (2a11 - 2a21 — 85,8, ~&,,&; —ay "'azz)

Ejemplo. - Hallar la transformacion lineal f :R® — R* que asigna a los vectores de la base

{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} en R®, los vectores de la base {(1,2),(1,2),(—1,1)} en R’

respectivamente.

Soluciéon

. ] - 3
Determinaremos la imagen de un vector genérico (X, Y, Z) € R’ y para esto expresaremos a

(X, Y, Z) como combinacion lineal de la base dada.

(x,y,2)=a(L11)+ B(110)+7(1,0,0)=(a+ B+7y,a+ B ), por igualdad

X=a+p+y a=1
y=a+f = {f=y-1
I=a y=X-Yy

(xy,2)=2(111)+(y-2)(12,0)+(x-y)(10,0)
f(xy,2)=2f(111)+(y-2z)f(110)+(x-y)f(10,0)

=2(12)+(y-2)(L2)+(x-y)(-11)

=(z+y—-z—X+Y,22+2y—-27+Xx-Y)
L E (XY, Z)=(—x+2y,X+Y)

Observacion. - Rotacion de un Vector (X, Y) de R?
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Si rotamos un vector de posicion OP = (X, y) en sentido antihorario hasta tomar la posicion

_—

OP'= (X', y’) (ver grafico) genera el angulo @, afirmamos que esta rotacion define una

transformacion lineal.

En efecto:

Las coordenadas de (X, Y) eR? son:

X=rCoSc
...(1) Y
{ y = rsenc
Picyle T [ 3Py
"y 2 { N\
Las coordenadas de (X Y ) € R" son: ! 0 \ ~
RN
X' =rcos(a+0) 5 ~_|_"
y'=rsen(a+0)

De la ecuacion (2) se tiene:

X' =rcos(a+8)=r[cosécosa—sendsenc |
= C0S #COS & — rsendsena = X cos @ — ysend

Serie Transformaciones Lineales

1.Sea el espacio vectorial real P = {aX2 +bx+c|a,b,ce R} y D:P — P la transformacion
cuya regla de correspondencia es D( p (x)) =——2,Vp(x)eP
Determinar a)

a) Si D es una transformacion lineal.

Superposicion

D[(ax2+bx+c)+(a1x2+blx+d)]: D(ax2 +bx+c)+ D(a1x2+b1x+d)
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D[(a+a,)x*+(b+b)x+(c+d)]|=2ax+b+2ax+b

2(a+a,)x+b+b =2(a+a,)x+(b+b)
-.cumple

Homogeneidad:
D(oz(ax2 +bx+c)) = a(D(ax2 +bx+c))

D(ozax2 +abx+ac) = a(2ax+h)

2cax+ab =2aax+ab
-.cumple es una T. Lineal

b) El nucleo de D ¢) Recorrido de D
B={1,x,x2}

Transformar

D(1)=0

D(x)=1 G =1{0,1,2x}

D(x2)=2x

0 0O 0 0O 010

0 0 1|—»|0 2 0|—>|0 0 1 {x1}
0 20 0 01 0 0O
a(x)+b(l)=ax+b

D(ax’ +bx+c)= dp(x)

2ax+b=0x+0

2a=0 b=0

a=0 N (D) {Ox+0}
N.Dim:?2

Dim N(D)+Dim Rec(D)=Dominio Dim

d) Si existe la inversa de D. {La dimension del dominio debe ser igual a la dimension
del codominio}

Por lo tanto, si existe la inversa porque las dimensiones son iguales.
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La Cantuta

2. Sea P, el espacio vectorial real de polinomios de grado menor o igual a uno con coeficientes

reales. La matriz asociada a la transformacion lineal T:P, — R, referida a las bases:

-5

1

A={2x+L-x+1} y B={(0,0,1),(0.11),(LL1)} es Ms(T)=| 4 1

Obtener
a) La regla de correspondencia de T
Mg (T)(u), =(T (),
u=ax+b
ax+b =, (2x+1)+a, (—x+1) =, 2x+ o, — X + @,

ax+b=(20, -, ) x+(a, +a,)

200 —a, =2 200 —a, =2
_)
a +a,=b..x(-2) —2a, -2a,=-2b
3o, =a+b -3a,=a-2b
a+b -a+2b
o =— a, =
3 3
a+b+—a+2b_a+b—a+2b_@_b
3 3 3 3
(U) _ -a+2b a+b
A 3 '3
Vector del Dominio
5 1 —a+2b 5a—10b+a+b 6a—9b
4 1 3 —| —4a+8b+a+b|=|-3a+9b
a+b
-1 -1 o T \ a-2b-a-b -3b

T (ax+b)=2a-3b(0,0,1)+(-a+3b)(0,1,1)+(-b)(111)
(0,0,2a—3b)+(0,-a+3b,—a+3b)+(-h,—b,~b)
(0+0-b,0-a+3b-b,2a-3b-a+3b-h)
(-b,—a+2b,a-b)

T (ax+b)=(-b,—a+2b,a-b)

Nucleo y recorrido de T
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1)=(-12,-1) G{(-12,-1),(0,-11)}

-1 2 -1 1 -2 1 1 0 -1
{o 1 1}_{0 1 —1}_)[0 1 —1}
Base Recorrido {(1,0,-1),(0,1,-1)} — R
a(1,0,-1)+b(0,1,-1)=(a,b,—a-h)
T(p,)={(a,b,~a—b)|a,beR}— Recorrido
(-b,—a+2b,a—b)=(0,0,0)

—b=0 —->b=0

-a+2b=0 —a=0

a-b=0

~.N(T)=(0).....Nicleo

3. Sea el espacio vectorial real P = {ax2 +bx+c|a,b,ce R} y la transformacion lineal
F :P — P cuyaregla de correspondencia es F (aX2 +bx + C) =(a+2b) X +(a+c)x+(2b—c)

a) Nucleo de F y dimensién N(F)
(a+2b)x*+(a+c)x+(2b—-c)=0x*+0x+0

a+2b=0
a+c=0
2b-c=0
ab c f,-f, f,+(-2) f,-2f,
1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0
10 1|0 =2 1]5]0 1 -¥%[>[0 1 -y
_0 2 -1 0O 2 -1 0o 2 -1 0 0 O
10 1 a+c=0 a=-C
—/2 1
b-=c=0 b==c
0 O 2

N(F)z{amz+}cx+c|CER}DmNOdeoEl
2

b) Recorrido de F

Base canonica de P
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{x2 , x,l}

G :{x2 +x,2x2+2,x—l}

f, o f, f,—2f, f,+2f1, f,—f,
11 0 11 0 1 1 0 110 1 0 1
20 2|-»/01 -1|»/0 1 -1|-»|0 1 -1|>|0 1 -1
01 -1 2 0 2 0 -2 2 0 0 O 0 0 O

Base Recorrido {X2 +1, X —1}

a(xz+l)+b(x—1)=ax2+a+bx—b=ax2 +bx+(a-b)

F(P)={ax’+bx+(a-b)|la,beR} Dim Recorrido =2

5. Sea el espacio vectorial real P={ax2+bx+c|a,b,06 R} y la transformacion lineal

T:R* > P tal que:

T(L2)=2x*-x+1

Determinar la regla de correspondencia de T.

T(1,2)=T(10)+2T (0,1)=2x* —x+1

2T (01) =25 ~x+1-T (1,0) > T (0,.1) =X’ —%x+%—%T (1,0)

2T(0,1)+T(1,0)—>2T(0,1)+x2—%x+%—%T (L,0)=x2 +x+2
T(0,1)=x"-x
ET(l,O)zx2+x+2—x2+1x—1—>§T(1,0):§x+§

2 2 2 2 2 2
T(1,0)=x+1

T(0,1)=x*+X+2-2(x+1) > X +X+2-2x—2

T(a,b)=T(a(10)+b(0,1))=aT (1,0)+bT(0,1)
ax+a-+bx’ —bx > bx* +(a-b)x+a
T(L2)=2x"-x+1

T(21)=x*+x+2
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8.Sea T :R®— R? la transformacioén lineal donde:

T(1,0,0)=(2,3)
T(0,1,0)=(-12)
T(0,01)=(12)

Determina la matriz asociada a la transformacion T referida a las bases:

A={(110),(0,11),(0,0,1)} y B={(11),(0,1)}
T:R*>R’

Mg (T)
T(L1,0)=T(10,0)+T(0,1,0)
T(0,11)=T(0,1,0)+T(0,0,2)
T(0,0,1)=(12)

(2.3)+(-12)=(15)
(-1,2)+(1,2)=(0,4)

T(11,0)=(L5)=a(L1)+a,(0,)

(ay,0,)+(0,e,) =(1,5)
a,=1Aa+a,=5

l1+a,=5
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(%y,2) = (1,1,0)+ o, (0,1,1) + 2, (0,0,1)

(x, y,Z)=(al,a1,0)+(0,a2,a2)+(0,0,a3)
X, Y,2)=(, o4 +a,, 0, + 1)

X=a, y=a,+a, 1=a,+a,

a,=Yy—X

UUA:(xy—mz—y+x)

A, =7-Y+X

X+Z-y+X }

1 01 % |
4 4 1 y 3 AX+4y—4X+Z7-Yy+X
Z-y+X

T(x,y,2)=(2x-y+2)(11)+(x+3y+2)(0,1)
(2x—y+2,2X—y+2+X+3y+2)=(2x—-y+2,3x+2y +22)
T(XY,2)=(2x—-y+2,3x+2y +2z)

| 2x—y+z
- X+3y+12

La Cantuta

|

10. Sean el espacio vectorial real P, = {ax2 +bx+cl|a,b,ce R} y las transformaciones lineales

T:R°*>R* y S:R°*> P,

A={(11,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B={Lxx*} son:

0 -1 0 11 1
MA(T)=|-1 2 1 M2(S)=[0 -1 -1
o R | 10 1

Obtener la regla de correspondenciade S + T
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M(S+T)=M S) Mg (T

1 1 -1

1

ME(S+T)=| -1

0

(x,y,2)=,(1,1,0)+a,(0,1,0)+a,(0,0,1)

(X Y, Z) (al,a1,0)+(0,a2,0)+(0,0,a3)
(a,b,c)= (o, oq +,,a3)

Q
10
MQ(S+T=0 -1 ]+ 1 2
1
0
0

=)

o, =a o, =C
o, +o,=b
a,=b-a,
a,=b-a

(G)A =(a,b-a,c)

1 01 a a+c a-+c
-1 10 b-a| =|-a+b-a|=|-2a+b
0 1 0 sal C iy b-a b-a

T(ab,c)=(a+c)l+(-2a+b)x+(b-a)x?
T(S+T)=(b-a)x*+(-2a+b)x+(a+c)

11. Sean M,,, el espacio vectorial real de las matrices simétricas de orden dos con elementos
realesy P, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual a dos coeficientes

reales, ysea T :M, , = P, la transformacion lineal definida por:

qu 2D=(a+b)x2 +bx+(a—c)

Si es posible determinar la regla de correspondencia de T~ considerando las bases:

S I R
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De M,, y P, respectivamente. La transformacion debe ser biyectiva (1 a 1).

TR >M,,
Mg (T) > detMg(T)=0

s &<

2 . 2
X“+l=a X +a,X+a,

G o)

2 5 2
- X" = X=X +a,X+a,

a, =1 a,=0 a=-1 a,=-1
a, =1 a,=0
(1,0,1) (-1-1,0)
2
0 2

2=a X’ +a,X+a,
=1 a,=0 a=-2
(0,0,-2)

1 -1 0
MZ(T)=l0 -1 © detM ) (T)=2

1 0 -2

f,—f, f,x(-1)
1 -1 0100] [1-10[|1 00
(MA(T))"=[0 -1 0|0 1 0|>|0 -1 0|0 1 O[>
1 0 -2{00 1] [0 1 -2(-10 1

f,+ 1, f,+(-2)
1 -1 0|1 0 0] 1 -1 0|1 0 O
01 0/0 -10|>/0 1 0|0 -1 0|
1 0 -2/0 0 1] |0 0 -2|-1 1 1

f,+f,

1 -1 0|1 0 O 100[1 -1 0
01 0[{0 -1 0|>010[0 -1 0
0 0 1% -% -»| (00 1% -% -4
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Cambian Dominio inversa
(1 -1 0 ]
ME(TT)=[0 -1 0 ME (1) a), [T ()]
% =% -7
1 -1 0] ax’ +bx+c¢ = o, x> + a,X +
ME(T_]'): O —1 0 aX2+bX+C=a1X2+a2X+a3
_% —7 _}/2_ a,=a 0{2=b o, =C
1 -1 0 |a a-b
0 -1 0 ||b|= —b

% =% —nllcl |(Ba-(%)b-(%)c

T(ax2+bX+C)=(a—b)B S}L(_b){_ol _()1}+((%)a_(%)b_(%)c){g 2}

"2 o2 A
T(ax2+bx+c):{a_b : }

b a-b-c

14.Sea T :R* = R? una transformacién lineal cuyo efecto geométrico sobre el cuadro unitario

es el que se muestra en la figura.

Obtener la matriz asociada a T referida a las bases.

A={(11),(01)} y B={(0,2),(-L1)} deR’
T(01)=(L-1) ; T(0,0)=(0,0) ; T(11)=(2-1) ; T(10)=(10)
T(a,b)=aT (1,0)+bT (0,1)=a(1,0)+b(1-1)

=(a,0)+(b,~b)=(a+b,-b)
T(a,b)=(a+h,-b)
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M (T)
T(L1)=(2-1) =« T(0,1)=(1,-1)
(2-1)=,(0,2)+a,(-11) (L-1)=(-a,, 20, + )
(2,-1)=(-a,, 20, + ) a,=-1 200 +a,=-1
—a, =2 20+, =-1 20, -1=-1
a,=-2 20, -2=-1 a, =0

20, =1

=%
wim-=% 0

a b
16. Sean el espacio vectorial real M = {{b }| a,b,ce R} y el operador lineal F:M —> M
C

definido por: T a (b = G
b c a+b 2c

Determinar:

a) Los valores caracteristicos de F

b) Una matriz diagonal D asociada a F y la base a la que esta referida dicha matriz D.

110
a) det(A-11)=0 A=M(T)=|1 1 0
0 0 2
1 0] [1 1
T 3
0 0] [10
0 1] [1 1
T =
1 0] [1 o}
0 0] [0 O
T =
0 1] [0 2
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1 10 A 00 1-4 1 0

A-Al=|1 1 0|-|0 4 0|=] 1 1-2 0 |=-A3+4x*-4x
0 0 2 0 0 4 0 0 2-1

—X(x* —4x+4)

—x(x—2)2

x(x—2)2:0

x=0 (x-2) =0
X=2

X =0 X, Xy =2

Vectores caracteristicos

(A-21)u=0
A =0
1 1 0jla a+b a+b=0—->a=a
1 1 0f||b|=|a+b a+b=0->b=-a
0 0 2||c 2C 2c=0—->c=0
u(ﬂl)z{{a _a}laeR,a;&O}
-a 0
XA, =2
-1 1 O0fa| [-a+b -a+b=0 a=k,
1 -1 0|lb|=| a-b a-b=0 b=k,
0 0 O0fc Oc c=k

Valores caracteristicos
A4 =0 A, =2

k, =1 11 2 2
2 -

k,=2 1 2 2 4

Vectores caracteristicos

M@):{j(':}keino}

k0 I(O
UU”%):ﬂko h}kw&eRAkm&¢0}
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19. Sea el operador lineal F:R®—R® cuya regla de correspondencia es

F(x,y)=(4x-5y,2x-3y)

a) Una matriz asociada de M a F.
M(F):

T(0,1)=(-5,-3)=,(1,0)+a,(0,1) = (e, )

4 -5
M(F)=
"5 |
b) Valores caracteristicos de F

det(A-A1)=0

{—4 —5} [/1 O} {—4—2 -5 } 5

A-Al = - = =X"—x-2

2 3| |0 4 2 -3-4
(x+1)(x-2) —> A4=-1 A 4,=2

¢) Los espacios caracteristicos de F

(A-21)u=0
A=-1

[5 —S}P} {5x —Sy} —3{—4x+4y:0 —3x=-3y
= - —
2 2|y 2X -2y +4 | -3x+3y =0 X=Y
—4x+4y=0->x=Yy
u(4)={(y.y)lyeRAy=0} > (x,y)=(y.y)AyeR

2 5| x 2X -5y 5
= —->X=—YAYeR
2 51y 2x -by 2
d) Una matriz diagonal u (ﬂ.z ) = {(g Y, yj |lyeRAy=# 0} y una matriz diagonalizada.
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D=PAP
5
k >k
P=|"" 272|5k=1 A k=1
kl k2
12
M=|" 2
11
~ LS 5
4 5]1 2
y 23 32 [2 3} ¢
S L 11
NNz
i
7 T Nen
1)- 2N
= ?1 ?1 - {o 2}
= /AN
Egd
1 0
D=
0 2
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