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LA DERIVADAS Y SUS APLICACIONES A LA ECONOMIA Y LA ADMINISTRACION

CAPITULO 1
ANALISIS
DERIVADAS

Definiciéon de derivada: La derivada de la funcion f en el punto x=a, llamada f prima
de a se denota por f'(a), si existe, es el valor del limite:

()  lim flath) - fla) . fl)—fla)

—) h T+ T — 1

Si f'(a) es un numero real, la funcion f es derivable en x=a. Si f'(a) no es un numero
real o el limite no existe, la funcién f no es derivable en dicho punto.

Ejemplo: Calcular la derivada de f(x)=x? en x=2:

B _ Fi®D 2 _ gz
f’[?j:limﬁ:“+h] f[uj:Hm[2+hj 2 _
h—D h h—il h

4+ 4h 4+ Kh2) — 4 Ah + h*
= lin ( ) — T lim(h +4) =4
h—0 h - h h—0

Tasa de variacion media: Supongamos que un coche de formula uno se mueve en
una carretera totalmente recta. A distintas distancias de la salida se registran los
tiempos de paso, obteniéndose la siguiente tabla:

POSICTON 0 1.1 1.5 a1 6.2 6.7

[TEMEC 0 ] 11 12.4 13.4

I
[ )

En este caso, la posicion y, se puede ver como una funcion f, que depende del tiempo
X; es decir y=f(x).

La tasa de variacion media de la posicion en el intervalo de tiempo desde el instante
9 al instante 13.4 es:

f(13.4) —f(9) 6.7 —45

13.4 — 9 134 -9

= 0.5

En general, la tasa de variacion media de la funcién f en el intervalo [a;b] se define
como el cociente:

f(b) —f(a)

h —a
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LA DERIVADAS Y SUS APLICACIONES A LA ECONOMIA Y LA ADMINISTRACION

Esta tasa puede ser positiva (creciente), negativa (decreciente) o nula (constante).

La tasa de variacién instantanea de la funcién f en el punto x=a se obtiene,
haciendo tender el punto b al punto a, en la tasa de variacion media de la

funcién f en el intervalo [a;b]; por tanto, la tasa de variacion instantanea de la funcion
fenel punto x=a es:

, . flath)—f(a)
f l:ﬂ.) - .'Iali-[}} h

Que es precisamente la derivada de la funcion f en el punto x=a. (en este limite
consideramos b=a+h).

Utilizamos la derivada como la variacion de una funcién en un punto concreto, o en un
instante de tiempo, por eso se considera h como un incremento muy pequefio.
Ejemplos de uso en el calculo de la velocidad y de la aceleracién instantaneas.

Funcién f(a). Derivada de la funcion f'(a).

TVM : tasa de variacion media
Intervalo [a, a+h]

Ay = fla+ h)-f(a)

VM = 2
Ax h

TV tasa de varniacion instantanea
Punto de abscisa x=a

fa) = h“_’;rb fla+ h}:-—f(a)
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Ejemplos de derivadas aplicando la definicion

Hallar la tasa de variacion media de la funcion f(x)=x?+1 en el intervalo [0;3] y la tasa
de variacién instantanea en el punto x=2.

Intervalo [a;a+h] luego f(a+h)=f(3)=32+1=10 y f(a)=f(0)=02+1=1

TVM = ji:w — TYM = ﬂzf(3}—ftﬁ}=10—1 =9
AX h AX 3-0 3 3

Calculamos f(x+h) sumando h a las x y respetando el exponente de la variable.

f(x+h)=(x+h)?+1=x2+2xh+h?+1, como nos piden en el punto x=2, podemos sustituir
directamente.

e =l ) 2) iy TR

h® +4h+5-5 . __h*+4h . . h(h+4)
im ——— = f(2)= lim = = =
h—0 h h—0 h

Funcién derivada y derivadas sucesivas

Si f es una funcion derivable en el intervalo de numeros reales (a;b), la funcién
derivada de f es la que a cada elemento x del intervalo (a;b) le hace corresponder la
derivada de la funcion f en dicho punto. Esta funcion se designa por f'(x).

Una funcién f es derivable en el intervalo (a;b) silo es en cada punto del intervalo.

Llamamos derivada de segundo orden de f a la funcion derivada de f, esta funcion se
denota por f”, la funcion f” es la derivada tercera de f y, en general, f esla
derivada n-ésima de f(x): f™ es la funcién derivada de ™",

Aplicando la férmula de la derivada podemos calcular la derivada de cualquier funcion.
Por comodidad utilizamos la siguiente tabla resumen de las derivadas de las funciones
mas usuales, que nos permite hacer lo mismo sin necesidad de recurrir a la definicién
en cada caso.
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TABLA DE DERIVADAS
Tipo Funeién simple Funcién compuesta
Constante f(x)=k fx)=0,keR
Identidad f(x)=x fix)=1
Potencial | f(x) = x% f(x)=a-x2"" f(x) = £° fx)=a.f2 1.¢
. 1 . f
=N fix)= —— - fixyz ———
lracional | f(x) = Ux () = f(x) =¥ (x) e
f(x) = X f'(x) = e* f(x)=ef fx)=el -f
Exponencial *) x) (x) )
f(x)=a* f(x)=a"- Ina f(x)=a f(x)=a' -f-Ina
La dernvamos como tipo potencial y le sumamos Es una funcion f elevada a otra funcion g
la derivada como exponencial.
Potencial Potencial Exponencial
exponencial |~ Se suele hacer tomando logaritmos no g g1 . ﬁ
se aplica esta formula. D[f ]=g-f A+ 7.9 Inf
D guiere decir derivada
f(x) =In x fi(x) = 1 f(x)=Inf fi(x)= f?
Logaritmica X 3 :
f(x) =lg; x f(x)= f(x) =lg, f f(x)=
X -Ina f-Ina
Trigonométricas
Seno f(x) =senx f'(x)=cosx f(x)=senf fiix)=cosf . f
Ceseno f(x) = cos x f'(x)=-senx f(x)= cos f fix)=-senf . f
= ) = 2, _ 1 - ey = 2\ o
Tangente f(x)=tgx f(x)=1+tgx= — f(x)=tgf f(x)—[1+tg f)of = .
COS“ X : cos“ f
. 1 . fr
Arcoseno | f(x) =arc senx | f'(X)= S f(x)=arcsenf |[T(X)= 5
1-x 1-f
— -1 I
Arco coseno | f(x) =arc cosx | (X)= f(x)=arccosf |f(X)=
2 2
1-x 1-f
Arco e 1 e f
f(x)=arctgx | f(x)= f(x)=arctgf fix)=
tangente 14 x2 1452
REGLAS DE DERIVACION
Suma (f + Q} - f+ g E Ié:rﬂrzr;\;asd:edgsl_::: ;}L::;zf:s.dos funciones es la suma de las
Resta (f-gf =f-¢ o s dertyadas de esime Tanconen. oo
La dervada del producto de dos funciones es igual a la derivada
Producto (f-g)=f-g+f- g de la primera funcién por la segunda sin derivar mas la primera
funcion sin derivar por la derivada dz |a sequnda.
f : f f . La denvada del cociente de dos funciones es igual a la derivada
Cociente L g-17-9 de numerador por el denominador sin derivar menos el
g 2 numerador sin dervar por la derivada del denominader y, todo
g ello, dividido por 2l dencminador sin dervar al cuadrado.
Producto por un a.-fl=a-f La derivada del producto de un ndmero real por una funcion es
numero ( ) - igual al nimero real por la derivada de la funcién.
Campesicién [g{f(x)}] = g(f[x].) () | Regla de la cadena
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LA DERIVADAS Y SUS APLICACIONES A LA ECONOMIA Y LA ADMINISTRACION

Ejemplos basicos de aplicacion de la tabla:

Funcion constante: f(x)=k siendo k un namero real, f(x)=0
=f(x)=5 f(x)=0 = f(x)=-24 f(x)=0

Funcioén Identidad: f(x)=x; f(x)=1

Producto por una constante: (a f(x))= a f'(x)

E
—f(x)=8x= _ f(x)=8-1=8
f=x—>f=1

Potencial simple: f(x)=x2; f(x)=a x*"
a -1

a

-

a) fix)=x®=a=3= f(x)=3.x 2 = f(x)=3x*

b) f(x)=2x*

Aplicamos la Regla de la Cadena, desde la estructura mas exterior a la mas interior,
obteniendo f'(x)=8x3.

c) fix)=2x*.x% +8x+5

Como son sumas y restas de funciones, derivamos cada uno de los sumandos.

- 4 . _ 3 _ . — 5
f(x) = 2x* = ' (x) 8x )=8x = TX)=8  _ tx)—8x® -3x2-8
f(x)=x> = f'(x)=3x? f()=8 = (=0
1
d) f(x)= 7

Preparamos la funcion expresandola en forma de potencia.
a a -1

) =x? = F(X)=—4-x 4 = F(x)=4x® = (x)=

X

(s3]

e) f(x) =¥x

Como las raices son potencias, podemos derivarla aplicando la formula de la derivada
de una raiz o pasarlas a potencia y derivarlas como una potencia.

Como raiz
. 1 . 1

fix)=Ux f’{x]:* f(x) = Ix =X — = = f(x)=—=

n-Yxn-1 3.9x> 33/ x?
Como potencia.

. 2t
Hx)=x"? = =13 x BT =)=t x 2P = Flx)=—
3 3342
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Derivadas de Funciones Compuestas

Tipopotencial = | f(x)=f® f(x)=a.-f21.f

s 3 . o 5 .2
a) f{x):(x +1) =S Soluciéon: f(x)= sx-q__x +1)
p A=
2 a | |z
fx)= (x*+1)° = 0= 3| (x*+1)|  -f2:

f f

Calculamos f? — f(x) = ()(2 +1'} — (%) =2x

f
b) f(x) = 1 - F(x) = —5(_2X+1._36
(x2+x+1_] (x2 +x+1)

Transformamos la funcién en

- —(x2 ' S, N
100 = 2”“_1}5:; f=(x"+x+1) > f=2x+1

' a=-5
. (2 -6 . . —5(2x+1)
= (x)=-5(x* +x+1) (2x+1) =f(x)=——
‘ ' (% +x+1)
Tipo Irracional
f(x) =V £'(x) -
Solucién: (x)= 2
f(x) = ¥x? ' 3 Ix
] 5 ’
_ 32 f=x—>f=2x _ . _ 2x con . 2X con . 2X o 2
fix) =Vx® = fiX)s———=—s=1(x)= = f'(x) = = f'(X) =—
In=3 >n-1=2 3_3((x2-)2 3.3 3-x ¥x 3 Jx
Tipo Exponencial
Basen® e = f{x]:ef = f'[x):ef-f'
2
f(x)=eX*?
S
2 2. &
f)=e"% =f=x2+557=2x = f(x)=eX " 5.2x =f(x)=e"" 2«
7

Basen®a = | simple f(x):ax:% f'{x):ax Ina  compuesta f(x]:af = f'(x):af -f-Ina

Fondo Editorial “La Cantuta” pag. 11




LA DERIVADAS Y SUS APLICACIONES A LA ECONOMIA Y LA ADMINISTRACION

a) f(x) =3 f(x)=3"=f(x)=3"-In3

(k)
b) f(x)=5'
(x34x} £ _ 3 =3 42
a=>5
xIex| .
= f(x)=5  '(3x2+1]-In5

Tipo Logaritmico

MNeperianos —

f)=Inx = F(x)=— compuesta f(x)=Inf=f(x)="_

£

P £(x) = 25;‘ — f(x)= 22><
f[x}=|n{~x +?_] = f=x>+7 > f=2x = Xéf_7 T
Cualquier base:
f(x)=lgy x = F(x)= L compuesta f(x)=lg, f= f'(x)= f
X-lna f-lna
1
a) f(x)=lg,x fix)=lg, x=a=2 fi(x)=
) f(x) =1g, (x)=1g, x = = f(x) —
b) f(x)=1g, (x* +2x]|
N .
) (¢ 3 - 2 2 2
f{X)=|92(x3+2x):>{f_x FAX P23 42 =fX)= ——7F— X ~2 =f(X)=—T—— ij +__2
Tola=2 (x* +2x)-In2 (x* +2x)-In2

f

Trigonométricas

Seno = f(x)=senf="f(x)=cosf-

f(x)=sen5x =f(x)=senSx—>f=5x—>f=5=1f(x)=cos5x-5 = f(x)=5 cos5x
fof

Coseno = | f(x)=cosf—f(x)=-senf f |

f £

—

f(x) = cos3x? = f(x) = cos3x? - f=3x2 > f=6x= f(x)=-sen 3x2 . 6x = fi(x)=-6x-sen 3
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F

Tangente = |f(x)=tgf — f(x)=(1+tg%f)-f =
: : COS

2¢

a) flx)=tg7x = f(X)=tg7x=>f=Tx>f=7 :>f'{x}=(1+tgz?'x~)-?' :;,f'(}{'}:?,|;1_t92? ]
b) f(x) =tg(4x+5) = f(x)=tg(4x+5) >f=4x+5>f=4
I p— h—
cos” (4x+9)

Arco seno y arco coseno, solo se diferencian en el signo de la derivada.

f f(x)=arccosf — f'(x)= -f

1-f2 1}1.f2

f(x)=arcsenf —-f(x)=

f(x) = arc sen X2 = f(x)=arc sen ¥ 5f=x% 5f=2

Arco Tangente

f

= |f(x)=arctgf '(x)= 3
1+f

f(x)=arctg(x2_1) :>f{x}=arctg(x2—1] Sf=xZ 15 f=2x

£

Sf=s —= = o
1+(x2 -1 F(x)= 5 2
A 1+{x" -1
f - /
Producto = |(f-g)=f-g+f-g°
a) f(x}:xa-lnx
il f=x>—f=5x" L Ly
f{x)=)(5 Inx = 1 :>f{x)=5x4-lnx+)(5-— :=f'(x]=5x4-|nx+x4
5 g=|nx—>g'=; g X
7
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b) f(x) =sen x - e*

f=senx — f=cosx

f(x)=senx -e* = . =Tf(x)=cosx-e* +senx-e* = f(x)=e"(cosx +senx

g=e* sg=e

Cociente = 1:%
L9/ g

3x2 - 2x N f=3x2_2x > f=6x_2

2

a)f(x) =
) x) X“+2 g=x2+2—>g'=2x

. g f

- a9

(6x-2)(x? +2)-(3x% —2x)(2x) 6% +12x-2x7 —4—(6x° - 4x?)
X)= Sl A

_ | 2% +12x — 4
) .2 3 :‘>f(K:I= — 3
(XQ +2) (X2 " 2) {_Xz N 2.)
3
f=I f'=1 /%)X —Inx -1 _
YT L L SN [l Sl R N L L) IR
X X g=x—->g=1 X2 X2

Tipo potencial-exponencial, una funcién f elevada a otra funcioén g, se resuelven
tomando logaritmos neperianos y derivando los dos miembros de la expresion
resultante. Escribimos y=f(x) para una mejor comprension.

a] f{x] = xsenx —, Y - xsenx

Tomando logaritmos nos queda
Iny = Inx3¢"*

El 2° miembro es el In de una potencia.
, = Iny =senxinx
Es igual al exponente por el In de la base.

Fondo Editorial “La Cantuta”
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y
Iny — — -
= y y — Y _cosxlnx+

senxInx — cosxInx + senx(1/x)

senx
X

Despejamos y* = y'=(cosxInx+(1/x)senx)'y = y'=;: cos xlnx + SomX | ysenx
b) f(x)=x* = y=x*

y=x" =Iny=xInx ::»y?=lnx—x-% =y=(nx+1)-y =y=(Inx+1)-x" = y=x"-(Inx+1)

Composicion = [g(f{lx}}]: g’(f(x)) f(x)

f .
a)f(x) = In(senx‘} Logaritmica f(x) =In senx — f'(x) = fF—z»f:senx —f=cosx = I"(::::}l=E
' senx
f

b) f(x) = sen(Inx) Seno f(x) = sen EE —=f(x)=cosf-f =f=Inx -1 = 1 = 1"(:'<}|=l cosinx

X X
c) f(x) =In('lnx2~} Solucion: f'(x) = 2 3
' : xInx
fs— ,
d) f(x) = In{In{In{Inx))) & lucien xInx (In{Inx))(In(In(Inx)))

Ejemplo: Calculemos la derivada de h(x) = cos (x?) , donde la funcién h es la
composicion de dos funciones:

{f{u'] = r
g(z) = cos(z)

Es decir h(x) = g(f(x)). Para derivar h(x) utilizamos la regla de la cadena
h'(x)=g’(F(x))f (x)

Como

2
—sen (@)

——,

&,

—
(.

se tiene que h’(x)= -sen (f(x)) 2x = -sen(x?)2x

Fondo Editorial “La Cantuta” pag. 15
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Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2 = f(x)= 2xcos x2 {seno)

a)f(x)=senx

2 = f(x)=2senx -cosx (potencial)
b) f(x) = sen“x

c) f(x) = (3x? -2)° = f'(x) = 30x (3x° - 2)°

— f(x) = 2

d) f(x) = Ix2 -3 e _3.}2

) F(x) = e3%*2 = f(x)=3 - e
e X)) =e

)=
f)logs, (4x +1) (4x +1).In3
e 2x -3

3 =f= =—2—°

g) f(x) = Vx2 -3x 2./x% — 3x

h)f(x)=sen?(2x® +2x) f(x)=2- [sen(zxa + 2x)} .cos (2x° +2x)-(6x” + 2]

Halla las funciones derivadas de las siguientes funciones:

O 0(Tx+1)-1-7 , 7
a)f(x)= = f(x)=— — = f(X)=- =
7x+1 (7x+1) (7x+1)
2 1
| .
b) f(x)=x%® = f'[x}=3 X3 =f(x)= 23 o () -_2_
3 3 3¥x
1 T T 4 3 4
— L 41 -
o) f(x)=x2-x3 f(x)=x> =f(x)=—x3 :»f(x):%x:i :>f’(><)=? 3"‘

B e R [

2x {;Zx-ez’()-xz —[:egx -Zx] 2.6%.(x2 _1)

€ f(x)= "= ()= - S s

f) f{x) =xcos2x = f(x)=1.cos2x + x(-sen2x]2 = f'(x) = cos 2x - 2sen2x

-sen X
Cos X f’(x): -tg x

g) f(x) =lncosx =f(x)=
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CAPITULO 2
LA DERIVADA

Definicion.

La derivada de una funcion f es la funcion denotada por y prima (y "), o por f prima

(f)es la derivada de y con respecto a x, la derivada de la funcién f con respecto a x. Notaciones. La
primera derivada de la funcion f con respecto a x se denota como:

;e f . . F(x+Ax)— f(x
v, 2% b 1%, ()  lim L A0 = ()
fr dx  dx y se define por AP AX

y cuyo dominio consta de todos los valores de x en los que existe tal limite.

Razén media de cambio de “y” con respecto a “x”:

Sitenemos la funcidn y =f(x). Todo cambio en la variable independiente “x” produce un cambio en la variable

dependiente “y”. Asi, si x cambia del valor “ x” a X, + AX , entonces “y”

AY o5 T (X +A%) = f(x,)

cambia de f(x) .Asi el cambio

“y N

en “y” que podemos denotar como , cuando el cambio en x es AX

X, + AX

El promedio de la razén de cambio de “y” por unidad de cambio en “x”, cuando “x” cambia de X1 a
fix +Ax) - f(x) _Ay

Asi en general, tenemos: Cambio en x: 5= (X g AX) B

Cambio en y: Ay = (x+4x)~ 1 (x)

Cambioeny Ay _ f(x+Ax)—f(x)
Cambioenx  Ax AX

RAZON INSTANTANEA DE CAMBIO DE “y” CON RESPECTO A “x”:
f(x, +Ax)— f(x)

Si existe el limite de AX cuando AX se aproxima a cero, lo cual
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im f(x, +Ax)— f(x)

denotamos como *° AX ; este limite es lo que recibe el nombre de

razon instantanea de cambio de “y” por unidad de cambio de “x”.

Definicion.

[TNe] [TN]

Si'y = f(x), la razon de cambio instantdnea de “y” por unidad de cambio de “x” es la derivada de “y” con

respecto a x , denotada f'(x), si ésta existe.

Definicion.

Si'y = f(x), la razén de cambio instantanea de “y” por unidad de cambio de “x” en x1 es la derivada de “y

con respecto a x en x4, denotada por F(x) , Si ésta existe en x = x.

Se llama derivacion al proceso de encontrar la derivada f * de una funcion f.
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REGLAS DE DERIVACION

1. Regla de la constante: Si c es una constante y F(x)= ¢ entonces
F'(x)=0 6 Dyc]=0

2. Regla de la potencia entera
Si n es un entero positivo y F(x)=x ", entonces

F(x)=nx™t 6 Dx[x"]=nx"!
En palabras
a) La derivada de una constante es cero
b) La derivada de una potencia entera, es el producto del exponente por la base

con el exponente original disminuido en 1.

Supongase que c es una constante y que f (x) y g'(x) existen.

3. Regla del multiple constante

Si F(x)= ¢ f(x), entonces F'(x)=c f " (x) 6 Dx[ ¢ f(x)]= ¢ Dif(x)

4. Regla de la suma

Si F(x)=f(x) + g(x), entonces

F(x)=f'(x)+g'(x), 0 Dx[f '(x) + g(x)]= Dxf(x) + Dxg(x)

5. Regla de la resta

Si F(x)=f(x) - g(x) entonces,

F)=f'(x)-g(x) 6 Dx[f'(x)-g'(x)]= Dxf(x) - Dx g(x)

6. Regla del producto
Si F(x)= f(x) * g(x) entonces,

F(x)=f'(x)+g(x) + f(x)og'(x), 6 Dx [f(x)+g(x)]= [DxF(x)]*g(x) + f(x)+[Dx g(x)]

7. Regla del cociente
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RX)=ﬂ

Si 4 X) entonces,

F(x)= f'(x):a(x) = f(x)eq '(x) 6 Df(x)g(x)]= [Dxf(x)°a(x) - f(x)*[Dx(a(x)]
g%(x) g(x)

8. Regla de la cadena

Sig'(x) y f(g(x)) existen y F es la funcion compuesta definida por F(x)=f(g(x)), entonces F’(x)
existe y esta dada por

F(x)=[F"(gC))] * g'(x)

En notacién de Leibniz, siy = f(u) y u=g(x) son funciones derivables, entonces

dy=dy*du
dx du dx

En palabras

La derivada de una funcién compuesta es igual a la derivada de la funcion externa (evaluada en
la funcion interna) multiplicada por la derivada de la funcién interna.

9. Regla general de las potencias
Sea n un entero positivo

Si existe y y=[u(X)]", entonces vy  =n[u(x)]*" v

10. Regla de la potencia entera

Si p es un nimero entero cualquiera y f(x)= x » entonces: f’(x)=p x P-*

11. Regla de la potencia racional generalizada
, p L R
» h' ()= (f(x)a" f(x)
Sif’ (x) existe y h (x) = (f (x))s , entonces q )
Ejercicios

Encuentre las derivadas de las siguientes funciones:
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1. f(x)=5+6x2+7x Rta f'(x)=12x+7

3X . -3
F) = X = o
2. ) x—1 Rta (x=1)2
f’(x)—i
3 f(0=3 Ja-x* gy Ja—x?
ol 3 1
f(X)=3(3—2X2j f'(x):6(3—2x2j(—x)
4. Rta
4
s f)=3(x+2)s rta T 00=4%x+2
4 2
e f()=5(2x—-4)s (6x+6)s
1 2 1 4
/(%) = (@j (2x—4)5 (5x+6)5 +22 (5x-+6)3 (2x—4)s
Rta 3 3
3x+1
f)Fa st
7. () 3% +2
£(x) = 3(3x% +2)-6x(3x+1) 9x* +6-18 %% —6X —9X* —6X+6
Ria (3x2 +2f (3x? +2f (3x2 +2f

2x% + 4

f'@Qsi f(X)=———— ,
8. dsi 10 X2 —4x+1 Rg f =0

£@)si () {ii*ﬂ f@=-
. N Rta

9

25
f'(3) = == =3.6466
10. T @) si () =+/2x° —4x+5 gy © /47
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DERIVADAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
Sea U~ F() , tenemos que:

u’
1) Y= U entonces y = U

=log( v), entonces '—1(Ulj
2))/_ 9 ' V= |na u

3) Y=€  entonces y =e' (u)

4) y=a entonces ia (Ina) atu’)

Ejemplos. Hallar y* dado:

2

) ¥y=e""  Rp y=-6xe™
eZX . 2 X2e2x _2 X e2X
y =5 y = 4
2) X Rta X

3 V= x"In3x* poy’=4x"In (3x2)+ 2 x°
INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA.

La palabra tangente se deriva del vocablo tangens, cuyo significado es “que toca”, luego la tangente a una
curva es una linea recta que toca la curva.

Definicion.

La primera derivada de la funcion y = f(x) evaluada en el punto P(x1, y1 ), es igual a la pendiente de
la recta tangente a la grafica de la ecuacién y = f(x) en el punto

P(X1 y Y1 )

Utilizando la ecuacién punto pendiente de la ecuaciéon de una recta, podemos escribir la ecuacion de la
recta tangente a la gréafica de la ecuacion y = f(x) en el punto P(x1 , y1 ), como

yo-yr= () (x-x1).
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Ala grafica de la funcion y =3 x3— 2 x +1, la cual se muestra a continuacion, se le ha trazado una recta
tangente en el punto en el cual x =-1. La pendiente de dicha recta es igual a la primera derivada evaluada
en x=-1. Es decir siy " =9 x2 -2. La pendiente de dicha recta es igual a

m =9(-1)2-2 =7. Ecuacion de la recta tangente

----------------------------------------------------------------

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

_________________________________________________________________________________

____________________________________________________________________________________

_____________________________________________________________________________________

-------------------------------------------------------------------------------------

Ejercicios.

—4x+3

SR,
1. Encuentre la pendiente (m)de la recta tangente a la curva /= en el punto en el cual

x =2. Grafique la curva correspondiente.

—y2 _
Rta m =0 Observe que en x =2 la recta tangente a y=Xx"—4x+3 es

horizontal.

_ X
2.Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva Y=€ enel punto en el cual x = 1
Rtay-0.3678 = - 0.3678 (x-1)
y =-0.3678 x + 0.7356
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Aplicaciones de la derivada: un enfoque para
estudiantes de Economia.

“La era de la caballeria ha terminado; ha llegado la de los sofistas, los economistas y los matematicos”.

Edmund Burke

Resumen:

Uno de los grupos tematicos de la Matematica Superior que méas se aplica a la Economia es, sin duda, la
derivada. Es utilizada para determinar el producto marginal, elasticidad e importantes funciones
econdmicas, y para desarrollar los procesos de optimizacion. Tanto el 6ptimo microecondmico del
consumidor como del productor, representan un problema de optimizacion modelado mediante un proceso
en derivadas parciales. Este documento ilustra algunas de las aplicaciones de la derivada de las funciones
de una variable independiente, con énfasis en las aplicaciones econémicas.

Palabras claves: derivada, optimizacion, curvas.

Summary:

One of the thematic clusters of Mathematics for higher education more applied to Economics is undoubtly
the derivative. It is used to determine the marginal product, elasticities of important economic functions, and
to develop optimization processes. Both, the optimum micro-consumer and producer, represent a process
modeled by partial derivatives. This paper illustrates some applications of the derivative of functions in one
independent variable, with an emphasis on economic applications.

Keywords: derivative, optimization, curves.

Introduccion:

La Matematica como ciencia ha proporcionado al hombre las mas poderosas herramientas para enfrentar
los mas disimiles problemas de la cotidianidad. La mayoria de los campos del saber humano se valen de
técnicas matematicas para indagar en la explicacion de relaciones causales de los procesos y fenémenos
que ocurren en cada especialidad. Hoy en dia resulta frecuente encontrarnos articulos de las ciencias
médicas, quimico-farmacéuticas, ciencias sociales (0 de cualquier area general del saber), en que se haga
referencia a algin concepto o ente matematico. Especialmente en las ciencias econémicas son utilizados
conceptos como la derivada, la integral, las ecuaciones diferenciales, las series temporales, entre otros.
Los métodos mas modernos de medicién de la eficiencia y la optimizacidén econémica tienen como sustrato
esencial algiin modelo matematico.

Probablemente uno de los conceptos més Utiles y aplicables en la Economia sea /a derivada de una funcion.
Cualquier curso de matematica superior contiene, ineludiblemente, un tema dedicado especialmente a las
aplicaciones de la derivada. Generalmente se acostumbra presentar el estudio, de acuerdo al area
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especifica del conocimiento desde donde se aborde la tematica, en dos partes. De una, la utilizacién de la
derivada en la obtenciéon de soluciones estrictamente matematicas; a saber: el célculo de limites
indeterminados y el trazado general de curvas. De otra, las aplicaciones especificas en la especialidad de
que se trate. El objetivo de este trabajo es ilustrar las aplicaciones generales de la derivada, con la
intencion de que este escrito sea utilizado por estudiantes de Economia. Se estructura en tres apartados:
el primero, dedicado a la resolucién de limites indeterminados; el segundo, al trazado de curvas; y por
Ultimo, la resolucién de problemas econdmicos de optimizacion.

Toda aplicacion formalizada de la ciencia tiene su nacimiento en un problema de la practica objetiva.
Probablemente uno de los mas bonitos y Utiles ejemplos de utilizacion de la optimizacién se puede
encontrar en el siguiente suceso de la segunda mitad del siglo XX*:

En febrero de 1953 se produjo en Holanda la inundaciéon més importante de su historia. Los diques que
protegian el pais fueron arrasados y murieron méas de 1800 personas. Los dafios se cifraron en el 7 % del
Producto Interno Bruto de aquel afio. Se cred una comision de investigacion sobre los hechos y sobre como
prevenir desastres semejantes en el futuro. La reconstruccion de los diques de tal forma que la seguridad
fuera total, requeria desembolsos astronémicos, y podia no ser factible. El problema real era, entonces,
lograr una especie de equilibrio, entre costos y seguridad: diques mas altos eran mas costosos, pero
reducian las posibilidades de futuras inundaciones. Por tanto, la comisién se enfrent6 al problema de
seleccionar la altura dptima de los diques. Estos tipos de equilibrios son centrales en economia. Conducen
a problemas de optimizacién de un tipo que el analisis matematico maneja de forma natural. En este capitulo
ilustraremos como resolver este tipo de problemas econdémicos.

|. APLICACION DE LA DERIVADA AL CALCULO DE LIMITES

Los limites de formas indeterminadas que no pueden resolverse mediante la factorizacion, generalmente
se resuelven por la conocida en la matematica como Regla de L Hdpital, que contiene en su estructura el
concepto de derivada.

Teorema de L Hdpital

Supongamos que las funciones f y 9 estan definidas y son derivables en cierto entorno de &. Si
fim ()

lim f(x) =limg(x)=0 a

x—a ) x—a 909 VY g(x) # Oen cierto entorno de @, entonces, si existe 29'(x) (finito
. f . f . f!
Ilmﬂ lim (x) lim ,(X)

o infinito), existe también *~* 9(X) |y se cumple que: *>* 9(X) =22 9'(x)

La Regla de L'Hopital también es valida en el caso que las funciones f y 9 ho estan definidas en a,

lim f(x) = limg(x)=0
pero x—a 0 y x—a .
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Si f'(@=9'(a)=0 Y (%) y 9'(x) satisfacen las condiciones puestas sobre las funciones f y g
—f (©) lim —f A Iim—f (9

. podemos aplicar la Regla de L'Hopital a 9'(C) | y obtenemos: 7 9'(X) = > 9"(X) . gplicar
sucesivamente.

Ejemplo 1:
Calcular:

. x2=1+Inx
lim>———=

a) x—1 e* —e

i X3 —3x%+2
1 X —ax? 3
C) X" —4X" +

Solucion:
2
. X*=1+Inx
lim————
a) x—1 e* —e

_ —— — lim(x* —=1+Inx)=1*-1+0=0
En este caso estamos ante la indeterminacion O , pues *-1 ,

lim(e* —e)=e'-e=0
y x—1

Resolvemos aplicando la Regla de L'Hopital:

1!
lim X2 —-1+Inx _ lim (X2 —1+1In X)' = lim 2X+; _ g
x—1 eX _e T oxol (ex —E)l x-1 X B e
. X—senx . 1-cosx . —(-senx) 1, senx 1
lim 3 lim , im————F="lim——==
b) ¥ X°  =x0 3X°  gplicando L Hopital **°  6X 60 x 6
x> —3x%+2 . 3x*-6x _3-

lim X X *2 lim X =X _
c) *>! X° —4X” +3 aplicando L Hopital *~! 3X" —8x  3-—

6_3
8 5

Ejemplo 2:
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4
sen—
lim —X
X—00 E
Hallar: X
Solucién:
4
sen—
lim—X =
X—>00
X derivando por L
4 4
——.C0S—
lim_X__ X _ 4 7
o - lim(4cos—) = lim(cos—)=4.1=4
Hospital X X ey 4 O X

o0

Calculo de limites de la forma *©

El teorema anterior es valido si se sustituye la exigencia de *—2

lim g(x
x—a o )= 0y se llama, por extension, Regla de L Hépital.

Ejemplo 3:
Hallar:
lim 11X
x—0" 1

a) X ( Se le llama limite cuando x tiende a cero por la derecha)

2

. X
lim —~
b) *>**€" ( Se le llama limite cundo x tiende a més infinito )

Solucion:

0

a) En este caso estamos ante la indeterminacién *° , pues,

limInx =400 M == +00
x—0* y x—=0" X

)
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Resolvemos aplicando la Regla de L'Hopital:

1

o Inx .y P
lim lim—X_—lim-2-=0

x—0" x—0" x—0" X

X = x2
2

X . 2X 2
lim — lim == lim —=0

b) X+ @ X—>+00 ex X—>+00 ex

0
Existen otras formas indeterminadas, 0. ; = que pueden transformarse en las formas 0 4
o0

0 |y aplicar la Regla de L"Hépital.
lim f (x).g(x) limf(x)=0 limg(x)=w
y . X—a y X—a

Si queremos calcular *—2 , entonces,
f(x) . ()
1 'x'ﬂl 1 0
lim f (x).g(x -
F09-9(x) = 9(x) (-0 )= 9(x) , y ahora es de la forma 0.

, Y por tanto, x—2

g(x)
1 o0
Ademas, FO)900 = F(x) , Y €s un limite de la forma *© .

En dependencia del limite que se esté calculando, se hara una u otra de las transformaciones anteriores,
siguiendo el criterio que la aplicacion de la Regla de L™ Hopital simplifique el proceso de determinacion del
limite.

Ejemplo 4:
Calcular:

lim x? In x?
a) x—0

. ( 1 1)
lim| —-——
b) -1\ x—=1 Inx

Solucion:

limx*=0 limInx* = - . o _
Observemos que *—° ,y x>0 Luego, estamos ante una indeterminacién del tipo 0.

0 Transformando,
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2X
. Inx? 2
lim =lim-X =
. ) ) x—»0 1 x—0 2X . )
limx“Inx — —— lim—x“=0
x—0 = X X Xx—0
2
lim
) Xx—0 1
lim x? In x? Inx? 3
Observe que *—0 = N X" pero esta transformacion es menos recomendable en este caso
1

. . 2 . . . . 2
en particular, pues la derivada de In X" es mucho mas compleja que, simplemente, la derivada de In x

) ( 1 1)
lim| ———
b) -1\ Xx—=1 Inx

No existe una forma unica de proceder para resolver indeterminaciones del tipo @ —, En este caso, se
debe efectuar la resta:

) 1 1 . (Inx=(x-1) Inx —x+1)
lim| — - — |Irq Dl N
o X1 [Inbed SO S USRS Aqui podemos observar que:

lim(Inx-x+1) =0 lim(x-1)Inx=0 ' o
x>1 y 1 Luego, la indeterminacién °° — © se ha transformado en

0 m( In X — x +1j
una del tipo 0 Basta entonces resolver = (x=1)Inx

1 1

g e ! ]2 i

Inx—x+1) X1 1Inx+(x—1)1 1 1+x—(x—1) 0 x+1
o1 (x=1)Inx ' xJ)-  \x X2 x?

IIl. ANALISIS DEL COMPORTAMIENTO DE FUNCIONES

Examinar el comportamiento de una funcidn es una parte basica de las Matematicas y tiene aplicaciones
en muchas areas de estudio. Cuando esbozamos una curva colocando simplemente puntos, no puede dar
informacién suficiente acerca de su forma.

_ 3
Ejemplo: La funcidn y=0(x+1)"(x-1) pasa por los puntos (-1; 0), (0; -1) y (1; 0). Observemos que los

y(
f(x)

siguientes gréaficos lo cumplen, pero solo el representado en la figura 1, es .
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y
3
y
2|
2 .
1
1 .
| . 2 -1 2
20 -1 1 2 ol
-1 Figura 2
Figura 1

Por esto, se ha desarrollado todo un procedimiento basado en conceptos del analisis matematico, para
acercarse a la forma de una funcion.

Una funcion puede tener mas de un punto de maximo y/o de minimo. (Véase la figura 3).

f(c)

f(d)

Figura 4

Los valores extremos pueden ser interiores 0 extremos del intervalo.

Enlafigura4, c y d noson méaximo y minimo, respectivamente, en [a, b], pero si en una vecindad.

Definicion de Maximo Relativo o local (Minimo relativo o local)

Un punto xo es un punto de méaximo local (minimo local) de la funcion f , Si existe 90 tal que:

Recuerde que: (X = 8% +8) _ [X=X,| <0

f(x . - . L . :
El valor de (%) recibe el nombre de valor maximo relativo de la funcion o (valor minimo relativo).

Los valores maximos y minimos se llaman extremos de la funcién.
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Condicién necesaria para la existencia de extremos
Teorema de Fermat

f f f

Sea ' unafunciény c un punto de extremo local de . Entonces, si * es derivable enc, F(c) - 0.

Luego, si f

RO}

Pero puede suceder:

es derivable en ¢, una condicién necesaria para que ¢ sea extremo local, es

o que no exista la primera derivada de una funcion en algun punto, y este no constituya un

_3
punto de extremo. Por ejemplo, F(x)= Ux :
o que no exista la primera derivada de una funcién en algun punto, y este sea un punto de

extremo. Por ejemplo, HEY= |X| s
o que una funcion no sea derivable en un punto, y este constituya un punto de extremo.

!
Puntos criticos o estacionarios: los valores ¢ tales que () 0.

Puntos singulares: puntos en los que la derivada no existe, pero si la funcion.

Condiciones suficientes para la existencia de extremos
Criterio de la primera derivada:

se basa en el signo de la primera derivada.

Analizamos el signo de la primera derivada por la pendiente de la recta tangente a la curva y=1(x) en
una vecindad de xo. (Véanse las figuras 5y 6).

f'(x)<0

i
i
i
i
|
f'(x) >0 :

|
Fjgura 5
0 X, X
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Flix) =0
frsa =0
)
i

] Xq 4
Figura &

Teorema (Criterio de la Primera derivada)

Sea f continua en Vs (%) - [X0 T 5] = [a, b] y derivable en
supongamos que Xo € (a, b) es un punto critico o estacionario. Entonces:

(Xo =6, %, +0) _ (@ b),y

1. Si F'(x)=0 para (X =8, %) y F'(x)<0 para (X, X +5), entonces Xo es un punto de
f

maximo local de

2.5 10 <0 para (% =0:%) y RO para (X9, %, +) , entonces Xo €s un punto de minimo
local de f .

3.8Si (%) no cambia de signo en (X =8.% +3)
funcion.

, entonces Xp no es un punto de extremo local de la

Ejemplo resuelto 5:

3
Determinar los extremos de: FO) 2 x - 3X.
Solucion:

Hacemos | x)=0

F()=3x"-3 = 3" -1=0=,_1 4 y=4

Enlacercaniax=1,si x<1, f (X)<0,y Six>1, f (X)>0. Luego, x = 1, punto de minimo local.

Si un punto de abscisa es de minimo, tiene asociado un valor ordenado, o valor de f

que llamamos valor minimo. Si es de méximo, le llamamos valor maximo.

correspondiente, al

En este caso en particular, el valor minimo se obtiene encontrando el valor de f@) .
3
f@)-1°-3.1- 1 -3 =-2, valor minimo.

Enla cercaniax =-1,si x<-1, F'(x) >0,ysix>-1, F'(x) <0, luego, x = 1, punto de maximo local.
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3
)= D7 Z304) =1+ 322, valor maximo.
Criterios para funciones crecientes o decrecientes

Sea f derivable en el intervalo (a, b). Si (%) >0 para toda x en (a, b), entonces f

b). Si (%) <0, entonces f

es creciente en (a,

es decreciente en el intervalo.

Ejemplo 6:

. ’ 7 . . . 4 2 —
Analice la monotonia de una funcién que tiene como primera derivada: (%) = 3x 3.

Solucion:
f'(x)- 3x?> -3 3x*-3>0 b ] +
3(x*-1) =0 ? ?
(X-1)(x +1) =0 Figigard4.15
x=106x=-1
Luego, f es creciente en (—®©; -1) y (1; +), y decreciente en (-1; 1). Representemos en la recta

numérica los valores criticos. (Véase figura 7). Verifique los signos de la primera derivada.

Ejemplo 7:

Determine los extremos relativos de las siguientes funciones y analizar la monotonia en todo su dominio.
2

2 F00=x

b) f(X) 2 y2 e

Solucion:

2
3.3/x

f'(x)=
a)
’
Hallar los extremos relativos de la funcién, implica encontrar los cambios de signo de F'(x) en el dominio
de f . Este proceso es similar al de resolucion de inecuaciones fraccionarias. Encontramos los ceros del
numerador y del denominador de la primera derivada de f ;

2 #0 Luego, el numerador nunca toma valor cero.
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3 i
3.3x =0 = x=0 Observe que () no esta definida, pero F(0) si lo esta. Luego, x = 0 es un valor

critico, y no hay ningun otro. Podemos determinar los cambios de signo de (%) , colocando los signos
de esta derivada alrededor de los puntos criticos. (Figura 8).

A
V)

0
Figura 8.16

Recuerde que F(x) es creciente donde (%) es positiva, y decreciente, donde F(x) es negativa.
Asi, observe que:

f

Six<0, F'(x) <0, luego, en ese intervalo ~ es decreciente.

f

!
Six>0, (%) >0, luego, en ese intervalo  es creciente.

Como hay un cambio de signo de la primera derivada, alrededor del punto x = 0, de negativo a positivo,

f

este es un punto de minimo relativo. Ademas, porque  esta definidaen x = 0.

2
f (0)= 0° = W = 0. Luego, el punto (par ordenado) donde existe un minimo, es (0; 0).

y 00 - X%’

f'(x)_ xe*(x+2)

! X
f(X):O :>Xe (X+2):Oz>xz0(')x:-2
. . = x2%e* .
Cuando la funcion no es racional, como es el caso de 73 , S€ usara una tabla para determinar los
signos de la funcién en los diferentes intervalos de su dominio. La tabla, en este caso, consiste en

_¥92,.x X
WS4 2 X €y X+2 enos

determinar los signos de , en correspondencia con los signos de

intervalos (=0,-2) , (=2,0) y (0,+ ) . De acuerdo con el ejemplo que desarrollamos, tenemos:

(-o0,=2) | (20) | o+
X R R +
e + + +
X+2 - + +
+ R +

f

Podemos notar que * es creciente en (-°; -2) y (0; +°), y decreciente en: (-2; 0).
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Alrededor de x = -2 hay un cambio de signo de la primera derivada, de positivo a negativo, por lo que este
es un punto de maximo relativo.

Alrededor de x = 0 hay un cambio de signo de la primera derivada, de negativo a positivo, por lo que este
es un punto de minimo relativo.

La primera derivada proporciona mucha informacién util para el analisis de funciones, sin embargo, para
conocer la verdadera forma de una curva necesitamos mas informacion.

_ 2 ' _ ' '
Ejemplo: FO)=x"= f'(x)= 2x = x =0 es valor critico. Six <0, F'(x) <0,ysix>0, F'(x) >
0.

Notemos que las curvas representadas en las figuras 9 y 10 satisfacen las condiciones anteriores, pero,
;qué grafica describe verdaderamente la funciéon?

¥
y

4 2.5

2
3

1.5

2 1

| 0.5

. . . . x
N 7 - 12
-2 -1 Figurdo 2 Figura 10

Esta pregunta se contesta facilmente usando la segunda derivada y la nocién de concavidad, que vienen a
completar el analisis del comportamiento de una funcién.

Concavidad de una funcion

En las figuras 11y 12, observe que cada curva y=1(x) se “flexiona” (o abre) hacia arriba.

Figura 11
Figura 12
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Si se trazan tangentes a las curvas, las curvas quedaran “por arriba” de estas. Ademas, las pendientes de

’
las lineas tangentes crecen en valor al crecer x. Luego, f
la funcién es céncava hacia arriba.

es una funcion creciente. Se dice entonces que

Si la curvas se encuentran “por debajo” de las tangentes, se flexionan hacia abajo. (Véanse los graficos
de las figuras 13 y 14).

Figura 13

R o

Figra 14

f' f

Cuando x crece, las pendientes decrecen, luego, es una funcion decreciente. Decimos que es

concava hacia abajo.
Definicién:

f

Sea f derivable sobre (a, b). Se dice que ' es céncava hacia arriba (concava hacia abajo) sobre

(a, b), si f es creciente (decreciente) sobre (a, b).

Criterio de concavidad

f' f

Sea ' derivableen (a, b). Si P 0 para toda x € (a, b), entonces

b).

es concava hacia arriba en (a,

f

Si P < 0 para toda x € (a, b), entonces * es cdncava abajo en (a, b).
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La nocion de concavidad nos permite reconocer la curva que verdaderamente se corresponde con la

_y?2 _y?2
funcion dada ( y=Xx ). (Recordar las figuras 9y 10). Si determinamos la concavidad de la funcion y=Xx
, Nos percatamos de que la curva que se corresponde con esta funcion es la representada en la figura 9,

F7(%)'> 0 para todo X € DOM

pues cumple que: , luego es cdncava hacia arriba en todo su dominio.

Ejemplo 8:

3
Analizar la concavidad de la funcién F) -x )
Solucion:

2 F-x* = /() =3x2 = {"(x) =4

F7(x) Oparax<0 vy F(x) >0 para x> 0. Luego, six <0, f es concava hacia abajo; si x > 0, f

es concava hacia arriba. Compruebe este resultado en la gréfica de la figura 15.

Figura 15

Punto de inflexion

Definicion:

f f

Una funcion tiene un punto de inflexion en x = xo si y solo si, = es continuaenx,y = cambia de

concavidad en x,.

Entonces, xo es un posible punto de inflexion si:

/(%) =0

1 ; 0 no existe f (XO),pero si f(XO).

2, f debe ser continua en ese punto.
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Ejemplo 9:

4 3
Analizar la concavidad y encontrar los puntos de inflexién de F(x) -6x" - 8x +1,

Solucion:

2

f(x)=0 enx=0,yenx= 3, que son posibles puntos de inflexién.

Se procede de forma andloga a la solucién de una inecuacion, como lo hemos visto anteriormente.
Ubiquemos los signos en un rayo numérico para observar los cambios de signo de la segunda derivada.
(Figura 16).

+ - +
® o
0 2/3
Figura 16 g
En(-;0) f es concava hacia arriba, al igual que en ( 3, +0),
2
pues en estos intervalos f es positiva. En (0; 3 ) f es concava hacia abajo, pues t es negativa.

2
Luego,x=0yx= 3 son puntos de inflexion, pues hay cambio de signo de la segunda derivada alrededor

de estos puntos. Recuerda que son puntos de inflexion, si f es continua en esos puntos y existe cambio
de signo de la segunda derivada alrededor de estos ellos. Verifique este resultado en la figura 17.

o 205 | 05 1

Figura 17

Criterio de la segunda derivada para la existencia de puntos extremos
Si (%) =0 Y (%) <0, entonces f tiene maximo relativo en xo.

Si f (XO):O,y f (X°)>0, entonces f tiene minimo relativo en xo.
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Ejemplo 10:
2
Verifique la existencia de extremos de la funcién F(x) = 2x* - 4X, considerando los criterios de la

primera y segunda derivadas.

Solucion:

F(X) 2 2x* —ax = F/(X) =44

&

1
Figura 18

f'(X)<0parax<1 y f'(X)>Oparax>1.

Luego, x = 1 es punto de minimo. (Véase figura 18).

Comprobemos que x = 1 es punto de minimo, si se verifica que F @) > 0.

F(x) = 4 >0 para todo x del dominio de f , por lo que se verifica |a existencia de un minimo en x = 1.

Las asintotas en el comportamiento de una funcion

Para completar el analisis del comportamiento de una funcion, resulta muy necesaria la comprension de
los conceptos de asintotas verticales y no verticales. Estudiemos la existencia de asintotas en el grafico de
una funcién.

En el analisis del comportamiento de una funcién son importantes los casos en que la grafica de la funcién
se aproxima indefinidamente a una recta, cuando la variable independiente se acerca a un punto o cuando
crece 0 decrece indefinidamente.

Definicién de asintota

f

Dada una funcién * , se dice que la recta L es una asintota de y=1(x) si cuando un punto P(x, y) se

desplaza continuamente por y=1 (X), de tal forma que X ¢ Y tiendaa +® 6 -®, la distancia entre
P(x, y) y la recta L tiende a cero.
A continuacion se muestran gréficas de funciones que tienen asintotas. (Estan representadas en las figuras

19-22).
yA . y A :
1 - A 1
0 Xo1 x ~“0 Xo i
Figura 19 Figura 20 Figura 21 Figura 22
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Las asintotas las clasificamos en verticales (o sea perpendiculares al eje x) y oblicuas, o sea, no verticales.

Asintotas verticales

Se muestra a continuacion los graficos de funciones que presentan asintotas verticales, en las figuras 23 ;

24y 25.
vA

v A vi

1 |
0 ! . ol / %! l - o x.]l x
Figura 23 Figura 24 Figura 25

Como se observa, la distancia entre un punto P(x, y) de y=1(x) y la recta x = xo, se hace cada vez méas
pequefia cuando x es proximo a Xo, si y solo si uno de los limites laterales en xo de f es+@ 6-©.
Definicion de asintota vertical

La recta x = xo es una asintota vertical de la curva de una funcion continua y=1(x) si al menos uno de
los limites laterales en xo de f es+@ 6-©.

Para determinar si la recta x = xq es asintota vertical, se debe encontrar los puntos en los cuales la funcién

y=1(x) es discontinua y analizar los limites laterales en dichos puntos.

Ejemplos:
1
y=—- . .
1. X: es discontinua en O, se cumple que:
.1 .1
lim ==+ lim = =—
x—0" X y x>0 X Luego, la recta x = 0 es
1
una asintota vertical de la funcion X |y la gréfica de la

funcién alrededor de la recta x = 0 toma la forma que se muestra
en la figura 26.

1
2. X—2 g discontinua en 2; se cumple que:
. 1 . 1
lim —— =+ lim —=-w
X—2" X—2 y X—2" X—2
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Luego la recta x = 2 es una asintota vertical de la funcion
1

\ Figura 27

X=2 y la grafica de la funcién tomara alrededor de la
recta x = 2, la forma de la figura 27

. x
(x+1)(x-3)?

cumple que :
= Parax=-1,
lim f(X)=+w

f(x) =

3. no es continua en -1y 3; se

lim f (x) = —oo

Xx—>-1"
lim
Xx—3"

y X—>-1

Para x =3,
f(X) =+ lim f(X) =+
y X—3"

(4]

:

\

2 x

Luego las rectas x=-1 y x =3 son asintotas verticales de la funcion y=1(x , ¥ la grafica de la funcion
tomaré alrededor de las rectas x =-1 y x =3, laforma que se muestra en la figura 28.

Figura 24

Definicion de asintota oblicua

Se dice que la recta Y =MX+N o5 una asintota oblicua de ¥ = (x) si se cumple que: 28
. f(x
m = lim At
o X es la pendiente de la recta oblicua (l6gicamente es un valor finito), y

n=lim(f(x)—mx) _ .
X0 es el intercepto de la recta con el eje de las Y.

Observe un ejemplo en la figura 29.

’
Y /
/
/
7
/
/
/ =
/|0 x
/
/
/
/
/
Figura 29

Fondo Editorial “La Cantuta”

pag. 41




LA DERIVADAS Y SUS APLICACIONES A LA ECONOMIA Y LA ADMINISTRACION

Cuando ocurre que m =0, y n existe, la asintota no vertical es horizontal, por lo que la recta y=mx+n

se convierte en y=n . En estos casos, N es el punto o valor de Y, donde la funcion tiene una asintota

n=Ilim f(x
horizontal, y como M =0, x>0 ) .
Ejemplo 11:
1
f(X)=4x+——
Sea X+1  Analizar si tiene asintota oblicua.
Solucion:

Investiguemos si existen M y N,

n=Ilim(f(x)—mx)= Iim(4x+i—4x) =0
X—>00 X—>00 X+1

Luego Y = 4x es una asintota oblicua.

Ejemplo 12:
1
f(x)=——
Aproximarse al grafico de la funcion X=5,

Solucion:

Dominio: £\ {5}

Intercepto con los ejes coordenados:

Eje delas x: 1 # 0 No tiene intercepto con el eje x.
1 1

Ejedelasy:six=0,y= 0-5 5 Luego, (0:-5)

Asintotas:

Asintotas verticales:

Si existen, es en los puntos que anulan el denominador de f :
. 1 . 1

im—=+0 |lIm——=-w

x—5" X —5 y x>5" X —5

Luego, x = 5 es asintota vertical.
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Asintotas No verticales:

y=mx+n

1
. f(x . _ .
tim ) _ jim X=5 _ -
m = xo» X X—>00 X D —5X

Luego, si la pendiente, M, es igual a cero, y existe n, hay una asintota horizontal, porque no existe

inclinacion alguna de dicha recta con respecto al eje de las X. Asi, Y=MX+N oo transformaen Y ="
. Luego, si existe, sen qué punto N se verifica la asintota horizontal? Basta calcular: M=

lim(f(x)—mx) . ~0 lim f(x)
X0 , que en este caso en particular porque M=V se calcula, x> =

X% X =5 Luego, y=0 es una asintota horizontal.
Extremos y monotonia:

1

POy

f'(x) =0 e Dom f

para toda x . Luego, no hay extremos.

Observe que (%) <0 para todo el dominio de f

, pues el término del denominador siempre sera positivo
porque esta elevado al cuadrado, vy el signo negativo delante de la expresion, cambia el signo de F(x) .
Comprobemos:

1 1

C(x=5)7,5= (x-57% .

Ubiquemos los ceros del denominador de esta expresion en un rayo numérico. (Figura 30).

a)
)
S

Figura 30 Note que no hay cambio de signo porque x =5 es un cero doble,
y se comienza con signo negativo pues se esta indicando que la

expresion sea < 0. Luego, f es decreciente en todo su dominio,
porque F(x) es negativa en todo punto.

Puntos de inflexion y concavidad:

-2(x-5) 2

£(X) = — —
) (x-5)* (x-5)°

F7(x)#0 para toda x Dom T o tiene puntos de inflexion.
2

(v _£\3
(X=5)"50 : (x-5/=0 = x=5 Solucién triple.
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fN f fN(X)

Observe que, six > 5, (x) >0, luego, = es cdncava hacia arriba en dicho intervalo. Six < 5,

f

<0, luego, * es cdncava hacia abajo. (Véase la figura 31).

- +

I

.

5
Figura 31

Note que, aunque exista cambio de signo de la segunda derivada alrededor de x = 5, este no es punto de

inflexién, porque no pertenece al dominio de la funcion. Este punto es de discontinuidad de f . Observe el
gréfico de la funcion en la figura 32.

y
6
4
2
, , | x
-15 -10 —5_22 5 10 15
-4
_6
Figura 32
Ejemplo 13:
X2
Trazar la gréfica de la funcién C1-x .
Solucién:
Dominio: 3\ {1}
Intercepto con los ejes coordenados:
x° o
Eje de las x: 1—X = x2=0 = x=0. Luego, (0; 0)
Ejedelasy: Six=0,y =0 Luego, (0; 0)
Asintotas:
Asintotas Verticales:
2 2
lim = 400 lim =—00
-1 1-X y ©rl-x . Luego, x = 1 es una asintota vertical.

Asintotas no verticales:
y =mx+n
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XZ

) . 1- x?
lim (x) lim 1=X - ¢
msz>x>» X =X X =zX*X-=X Luego, si existen, ' tiene una asintota oblicua.

. X2 2 2 2
A — .. X +xA-x . X+ X=X
n_|im(f(x)-mx)=l'i‘;,[l_x+X fim X XA=X) g XXX

X—>0 1-X X0 1-x

lim—— =1
= e l—X Luego, Y = X -1 es una asintota oblicua.

Extremos y monotonia:

@L-x)2x—x*(-1) 2x-2x"+x* 2x-x*  x(2-X)

f'(x) = 2 2 = 2
(1-x) . @-x L-x)? (@-x)?
X(2 — X)
F'(X) = (L= x)?

Ceros del numerador y del denominador:

X2-X)=0=x=006x=2

(1-x)2=0 = x=1 Observe los cambios de signo de (%)
) + + B en la figura 33.

 amwdc ¢
1 2

0

Figura 33 f es monétona creciente en (0;1)yen (1; 2)

f es monotona decreciente en (-; 0) y en (2 + )

Luego, en x = 0 hay un minimo local, y en x = 2 un maximo.
02 2°
f0) .10 0 (.12 °
=1-0 Valor minimo; =3<2 Valor maximo.

Puntos de inflexion y concavidad:

f N(X) . (1— X)2 (2 — 2X) - (2X — Xz)_2(1_ X)(—].) 2(1_ X)S " (2X _ XZ).Z.(]_— X)
- (1—X)4 _ (1_X)4 )
2 —4x+2x% + 4x—2x°
(L-x)*
ey 2
0=
f(x) =0 Domf

para todo x € . Luego, no hay puntos de inflexion.

(1=x)3=0 = x=1
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f

Como (%) >( paratodox<1,luego, ' esconcava hacia

arriba para (-©; 1)
f 12}

1

Figura 34 f

es concava hacia

abajo para (1; + ). (Véanse los signos de (%) en lafigura
34). Compruebe los resultados obtenidos en este andlisis del comportamiento de la curva, en la gréfica de
la

Como (x) <0 para todo x > 1, luego,

figura 35.

y

15
10

-5
- 10
- 15
-20

lil. APLICACION DE LA DERIVADA A PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Muchos de los problemas que se presentan en la practica diariamente, estan relacionados de una forma u
otra, con encontrar los valores maximos y minimos de una funcién, y mas adn, determinar para qué valores
de la variable independiente se alcanzan estos. Estos problemas se llaman, en general, problemas de
optimizacion.

En términos generales, un problema de optimizacidn consiste en encontrar el valor minimo o minimizar, o
encontrar el valor maximo o maximizar, una cierta funcién, de tal forma que satisfagan ciertas condiciones
dadas.

La solucion o soluciones 6ptimas son aquellas para las cuales se satisfacen las restricciones del problema
y el valor de la funcion sea minimo o maximo.

La funcidn que representa el problema de optimizacion se le llama funcion objetivo.

Fases en la solucion de un problema de Optimizacion

1. Planteamiento del problema

2. Formulacién Matematica (construir la funcién objetivo si no se da explicitamente)

3. Andlisis del comportamiento de la funcién objetivo (puede incluir su representacion grafica)

4. Obtencion de las soluciones
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Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 14:
2
-~ L®+10L2
Una empresa tiene la siguiente funcién de produccion: Q = 3 , donde L representa el nimero
de horas de trabajo aprovechadas por la empresa diariamente, y Q el numero de quintales obtenidos de un
determinado producto agricola.

a) Halle el valor de L para el cual el producto total es maximo. Halle el producto total maximo.

b) Haga el gréfico de esta funcién.

c) Haga en un gréfico debajo del anterior, las funciones de producto marginal y producto medio.
)

d) ¢ Qué conclusiones saca usted de estos graficos?

Solucién:
2
a) Q'-.3 31z+10.2L 212+ 20L=0
Q' o2 20L L2-10L =0
Q" = 4L +20 L(L-10)=0

L=0 6L=10
Q (0) =20 >0, luego, L = 0 es punto de minimo.

Q (10) =-4.10+20 = -20 < 0 Luego, L = 10 es punto de maximo.
2

2
-3 (10)® +10. (10)2 = - 3 .1000 +1000 = 333,3

Q(10)

El valor de L es 10, y el producto total maximo es aproximadamente 333. Luego, si la empresa labora 10
horas diarias, obtiene su maxima produccion, de aproximadamente 333 quintales.

2
b)Q:-§L3+‘IOL2
DomQ _
Intercepto con los ejes coordenados:
2
Ejedelasx:-§L3+10L2=0 Eje delasy: Six=0,y=0.
2
L2(-5 L+10)=0 Luego, (0; 0).
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2
[2=0 6 -3L+10=0
L=0 6 L=15

Luego, (0; 0) y (15; 0) intercepto con el eje de las x.
Asintotas:
Asintotas verticales: No tiene, pues la funcién no tiene puntos en los que no esté definida.
Asintotas No verticales:
y=mx+n
lim 109 _ Iim(—z L +10L) = o
m = x=>= X o= 3 No tiene asintotas no verticales.
Monotonia y puntos extremos:
Q"= o124+ 20
-2L2+20L>0
2L2-20L< 0
2L(L-10)=0=L=006L=10

g ¢ Luego, Q es creciente en [0; 10] , y decreciente en (-%°; 0) y [10; +

Figura 36 ® 90), (Comprobarlo en la figura 36).

Entonces, (0; 0) es punto de minimo, y (10; 333) es punto de méximo.
Concavidad y puntos de inflexion:
"o__
Q"= 4L+ 20
4L +20=0 = L=5

¢ Luego, siL <5, Q es concava hacia arriba. SiL > 5, Q es céncava hacia
o ° abajo. (Véase la figura 37). Entonces, L =5 es punto de inflexion: (5;
Figura 37 166,5).

Observe el gréfico de Q en la figura 38.

800 |
600 |
400 |
200 |
20 -10 200% 10 20
- 400

Figura 38
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c) Producto marginal:

Q =-2L2+20L La funcién de producto marginal es una funcion cuadrética.
2L(L-10)=0 = L=06L =10 Raices de la funcion.

_b by 20,020
Vértice : V(2@ ; 2a’y=\y(-—4  —4")=V(5;50)

El intercepto con el eje de las Y es el propio cero de la funcién (0; 0), pues en la parabola, C = 0. Observe
el grafico de la parabola en la figura 39.

¥
. X
-15 -10 -5 | 5 10 15
=100 |
- 200 |
) 30(]; Figura 39
- 400

Producto medio:

) 2
L =.32+10L

2 2
-§L2+ 10L=0 = L(-§L+ 10)=0 = L=006L =15 Ceros de la funcion.
Vértice:
Otra forma de encontrar el vértice de la parabola, es utilizando la primera derivada de la funcion:

4

Q..3 L+10

4 30 _15

3L+10=0=L= 4 2 =75

L =7,5 es punto critico, pero, l6gicamente, es de maximo, pues la parabola abre hacia abajo porque A < 0.

f(7.5) = %.(7.5)2 +10.(7.5) =37.5
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En la figura 40 se muestra la grafica de la funcion del producto medio, y en la figura 41 podemos observar
las funciones de producto marginal y producto medio en un mismo sistema de coordenadas.

Y y
X : X
-20 -10 10 20 - 20 - 10 10 20

-50

- 100
- 100

- 150 - 200

- 200 Figura 40 - 300

Figura 41

d) El rango de utilizacién de horas de trabajo diarias O = L < 7.5 | es aquel donde el producto marginal
supera al producto medio (verifiquelo en el grafico). Es el rango en el que, un incremento en una hora de
trabajo adicional a partir de cualquier valor de L que pertenezca al rango, determina un incremento
productivo superior a la produccién promedio en cada uno de los instantes (horas de trabajo) que se
encuentran en el rango 0 =< L < 7.5 Decimos, en estos casos, que los rendimientos de la produccion
son crecientes en ese intervalo de horas de trabajo. A partir de 7.5 horas, observe que, aunque la
produccion crece hasta L = 10 horas, crece lentamente. Decimos que los rendimientos, en estos casos,
son decrecientes. Comienza a actuar lo que se conoce en Economia como ley de los rendimientos
decrecientes de la produccién. No descuide que, aln actuando la mencionada ley, la produccién continua
incrementandose hasta L = 10, pero, en este caso, lo esencial es percatarnos de que este crecimiento es
mas lento a partir de 7.5 horas de trabajo (compruébelo en el grafico de Q).

Ejemplo 15:

4
=4 c. 972%y
Dada la funcién de demanda p=4-4 y la funcién de costo medio de un monopolista, ~™e = q

a) Represente las funciones de costo total e ingreso total en un mismo grafico.

b) Represente las funciones de costo marginal e ingreso marginal en otro grafico.

c) Determine el valor de 9 que maximiza la ganancia. Compruebe estos resultados en los gréaficos de los
incisos a) y b). Halle la ganancia maxima.

d) Calcule la elasticidad de la demanda para q y para q=3 . Determine el valor de 9 para el cual

la elasticidad es -1.

Solucion:

(q—2+ﬂ}q:q2—2q+4
a)cT=Cre d q

2 —
9°-2q9+4=0 No tiene intercepto con el eje de las x.
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cT'=20-2

2q—2:O :>q=1
CT(t)=12-2+4=3

(1; 3) es el vértice, que es punto de minimo, porque la funcidn de CT es una parabola que abre hacia arriba.
IT -Pa=(4-9)g=-q*+4q

2 —_— — — — —
—9°+49=0 = 0(-q+4)=0 — q=0 o =4 Ceros de la funcion.

IT=—20+4

—20+4 =0= 07 2 Luego, q=2 es punto de maximo, pues la funcién de ingreso total es una
parabola que abre hacia abajo.

El gréfico de la figura 42 representa las funciones de costo e ingreso total en un mismo sistema de

coordenadas.
Figura 42

Y
5

4\
3

A x
-3 -2 -1 1 2 3
20-2 Ingreso marginal: 1T'= " 2q+4

b) Costo marginal: CT' =

Ambas funciones son lineales. Bastan dos puntos arbitrarios para obtener sus gréficas, o sea, dos rectas.
Denotemos como CM a la funcién de Costo marginal, e 1M a la funcién de ingreso marginal.

91 cm=0.5972 cm=2 0450 m=4.49=2 1m-o0

En la figura 43 se muestran las funciones de costo e ingreso marginal en un mismo sistema de coordenadas.

Figura 43

Y
10

75
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c) El proceso de optimizar la ganancia comienza por encontrar la funcién objetivo, en este caso Ganancia.
Como no esta dada en el gjercicio, requerimos modelarla. La ganancia, cominmente, es el resultado de
deducir todos los costos a los ingresos totales obtenidos.

G=IT-CT

G=—0"+49-(a°-29+4)=—q" +4q-0q° +29-4
G=—2q2+6q—4

G’ - —4q+6

3
~49+6=0 _, 97571

G"=.4<0, por lo que q=15 es punto de maximo.
Gmax=-2.(1,5)? +6.(1,5) - 4 = 0,5 Esta es la maxima ganancia: 0,5 unidades monetarias.

Observe en el gréfico de la figura del inciso a) que, en el punto q donde se obtiene la méxima ganancia,
se verifica la mayor distancia entre las curvas de ingreso y costo total.

Verifique en el grafico del inciso b), que la maxima ganancia se obtiene en el punto g donde ! =C".
-1 B q
Funcion marginal 4_q =~ 4_q
g E= Funcion media _ g
i\

5d=1¢-.3
51 9=3 F=23

9y

Ejemplo 16:
El director de mercado de una compafiia ha estimado que la ganancia depende de la inversién hecha en
22x +11
G(X)=——F
publicidad, del siguiente modo: X+2  Esboce graficamente la funcion de ganancia.

Solucion:
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Dom G e s/ =)

Intercepto con los ejes coordenados:

1o
Ejedelas X: 22x + 11=0 = x=-22 : (- 22 ()
11

EjedelasY:G(0)= 2 ;(0; 2)
Asintotas:
Asintotas verticales:

. 22x+11 . 22x+11

lim——— lim———

X+2 X+ 2
x>-27 =400y x>-2" =- 9 Lyego, x = -2 es asintota vertical.

Asintotas No verticales:

. 22x+11
m = lim —;
X“+2
o = 0. Luego, si n existe, hay una asintota horizontal. Investiguémoslo:
n=lim Zr+il, 22
X +2

X— +0

Luego, y = 22 es asintota horizontal.

Monotonia y puntos extremos:

C22(x+2)—(22x+11)1  22x+44-22x-11 33

GV

(X+2)? (x+2)? T (x+2)?
33
2
Observe que (x+2) > 0 para todo x. Luego, la funcién G es siempre creciente, y no tiene puntos
extremos.

o ~33(x+2) —66(x+2)
O (x+2* . (x+2)*

Concavidad y puntos de inflexion:

4 _
(x+2)" =0 < - 2 Gero del denominador.

-66(x+2)=0 x = -2 Cero del numerador.

Luego, x = -2 es una solucién que se obtuvo 5 veces. Existe cambio de signo alrededor de este punto.
(Véase la figura 44).
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- y , . . —00,— ,
N S La funcién es concava hacia arriba en ( ! 2), y cdncava
-2 (—2,+0)

hacia abajo en

Figura 44 ) . .
No tiene puntos de inflexién, porque x = -2 no pertenece al

dominio de G.

Luego, en la grafica de la figura 45 representamos la funcién de ganancia.

Figura 45

80|
60
40

-60 -40 -20 _ 20 40 60

- 40|

Ejemplo 16:

En un remolino la velocidad del viento es funcion de la distancia desde el centro del mismo. Esto se
puede reproducir mediante la funcién

10x
v(x)= X2 +4

donde v es la velocidad del viento en m/s y x es la distancia desde el centro en m.

e Considerando que las velocidades negativas implican unicamente direccién, calcular la distancia
del centro a la cual la velocidad del remolino es maxima.
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e  Graficar la funcién utilizando intersecciones, puntos criticos y puntos de inflexion.
o Discutir lo que sucede con la velocidad del viento conforme la distancia del centro aumenta.
Solucién

Para encontrar los puntos en que la velocidad es maxima se busca la derivada de la funcion.

(x? +4)10-10x(2x)  10x? +40—20x> _ 40— 10X’

(x2 +4)2 ( (x2 +4)2 - (x2 +4)2
40 —10x?
— =0
(x2 +4)2
40-10x* =0
X\=f42

Hay dos puntos criticos, en x=2 my x=-2 m. Para saber si son maximos o0 minimos, se utiliza el criterio de
la segunda derivada.

dv _ d [40—10x2 J _ (x? +4) (- 20%)~ (40 - 10x* (x* + 4)(2x) _

d¢ dx (x2 +4)2 (x2 +4)4
o —ZOX(XZ +41(x2 +4)—(8—2x2)] 4 —20x[3x2 —4]
3 (x2 +4)4 ) (x2 +4)3
d| _-20(-2)3(-2¢ -4] 4of12-4] 320 ..
Ol ,  (C2resf  (4+4)P 4096
dv| _-20@fs(2f -4] _-40f12-4] -320 .
0|, (@p+af (444 4006

El minimo, en este caso, representa el punto en x para el cual la velocidad es méxima pero con signo
negativo. Entonces, para los valores negativos de x, la velocidad es negativa y para valores positivos de x
la velocidad es positiva.

Los puntos de inflexidn se pueden encontrar igualando a cero la segunda derivada, por lo tanto,
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- 20x[3x" —4]_,

(x2+4)3
—20x[3x2 —4]=0
0% =0 3x*-4=0

3

Hay tres puntos de inflexion, esto es, la funcion cambia tres veces de concavidad.

Las raices de la funcién se encuentran igualando a cero la funcion

%Ox 0
X +4
10x=0
Xx=0

La funcién pasa por el origen.

Esta es una funcion racional en la que no hay asintotas puesto que el denominador es diferente de cero

para toda x real. La gréfica de la funcion se muestra a continuacion.

Figura 46
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Por Ultimo, se busca saber que sucede lejos del centro del remolino. Para ello, se puede obtener el limite

de la funcion cuando x tiende a infinito.

10x
x> +4

Lim

X—0

por lo tanto, lejos del centro, la velocidad tiende a cero.

EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Calcular:
_ a1
Iiml cgsx lim
a) x—0 X b) x—0 X
lim e'—e” lim 1-cosXx
C) x—0 In(1+ X) d) x—0* X3
2. Encuentre:
X
a) X—>+0 X b) X—>+00 X
sen—
. X
In(x — 2 lim
m (x 2 X—>+00 E
0 -2 In(e* —e°) d) X
3. Calcular:
||m(i _ lj . —X
g olsenx x b) lim xe
4. Hallar:
lim X} —2x% —x+2 ji XCOSX — senx
a) x> —7x+6 b) *1 x®
1-x

Fondo Editorial “La Cantuta”

pag. 57




LA DERIVADAS Y SUS APLICACIONES A LA ECONOMIA Y LA ADMINISTRACION

_y3 2
5. Analizar si se cumple el teorema del valor medio para la funcién FO)=x"-x"+1 en[-1;1 vy
f()—f(@)

!
encuentre los puntos x € (-1; 1) tales que: F'(x) - b-a

6. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de Lagrange para la funcién F(x) =x-x3 en[-
2; 1] y hallar el correspondiente valor intermedio.

7. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones dadas en los
intervalos sefialados, y hallar el valor intermedio.

a) f(X)=X2+2 g(x) =x3-1 en[1;2]
<
b) P = senx 9(X) =cos x en [0; 2]

8. Trazar la grafica de las siguientes funciones:

3

_x-1 f(x)=—— _
f(X)_x+1 b) ) (x-1)? C)f(x)_

X
x3+1

a)

9. Aproximarse al grafico de las siguientes funciones:

a) F00= 0412620 p) T (X) =50 7

10. Esbozar gréficamente:

i —xt
5 f0="x b)f(X):e
x*—=x3 si x<1
—
f(x)= Z Sil<x<?2
o f0=xinx XEox six>2

11. Para el producto de un monopolista, la funcién de demanda es: p = 72 -0,04q, y la funcion de costos es
C =500 +30q.

¢A qué nivel de produccién se maximiza la utilidad?

¢A qué precio ocurre este, y cual es la utilidad correspondiente?
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50
p= T
12. Para el producto de un monopolista, la funcién de demanda es: g ; ¥ la funcién de costo
= 1000
C=050+——
promedio es: q

Encuentre el precio y la produccion que maximizan la utilidad.

A este nivel, demuestre que el ingreso marginal es igual al costo marginal.

13. Un fabricante ha determinado que, para cierto producto, el costo promedio C por unidad, esta dado

C =2q° —36q+210—@

por: q , donde

2<q<10

a) ¢ A qué nivel dentro del intervalo [2; 10] debe fijarse la produccion para minimizar el costo total?

b) Si la produccion tuviese que encontrarse dentro del intervalo [5; 10], ¢ qué valor minimiza el costo total?

14. La demanda de un mercado monopolizado sigue laley: p = 100 -3x, y el monopolista produce x unidades

C =1x2 —3x+1500
a un costo total de: 2 . Determinar el precio del articulo y la cantidad que debe
producirse para obtener la maxima utilidad.

15. Para un monopolista, el costo por unidad de producir un articulo es de $3.00, y la ecuacion de demanda
10

P
es \/a

¢ Cual es el precio que dara la utilidad maxima?

16. Para el producto de un monopolista, la ecuacién de demanda es: p = 42 -4q y la funcién de costo

6:2+@

promedio es: 9 Encuentre el precio que maximiza la utilidad.

17. Un fabricante puede producir cuando mucho, 420 unidades de cierto articulo cada afio. La ecuacion de
demanda para ese producto es: p = g% -100g +3200, y la funcién de costo promedio del fabricante es:

e 2t g 1000
3 q

Determine la produccién g que maximiza la utilidad y la correspondiente utilidad maxima.
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OTRAS APLICACIONES DE LA DERIVADA A LA ECONOMIA.

La funcién Costo, C(q) es igual al costo total de producir una cantidad q de cierto articulo.

La funcién Ingreso I( q ) , representa el ingreso total que percibe una empresa al vender la
cantidad q de cierto articulo. Ingreso es la cantidad obtenida por las ventas. Si el precio por
articulo es igual a p, y la cantidad vendida es g, entonces:

Ingreso = (precio) (cantidad); de modo que I=pq

La utilidad que resulta al producir y vender q articulos se define como:

Utilidad = Ingresos - Costos

Esdecir: U(q)=1(q)-C(q)

Analisis Marginal.

Muchas decisiones econdmicas se basan en un andlisis de costos e ingresos “en el margen”.

Supdngase que administramos una aerolinea y que tratamos de determinar si ofrecer un vuelo
adicional. ¢ Como se puede tomar esa decision?,supdngase que hay que tomar la decision
solamente sobre bases financieras: si el vuelo produce dinero a la empresa, se debe adicionar.
Se observa claramente que se necesita considerar los costos incurridos y los ingresos obtenidos.
Como la eleccion es entre adicionar el vuelo y dejar la situacion como estd, la pregunta
fundamental es si los costos adicionales incurridos son mayores o menores que los ingresos
adicionados generados por el vuelo. Esos costos e ingresos adicionales se llaman costos
marginales e ingresos marginales.
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e SiC(qg) eslafuncidon que determina el costo total de funcionar con g vuelos. Si la linea
aérea hubiera planificado funcionar con 500 vuelos, sus costos serian C(500). Con el
vuelo adicional, sus costos serian C (501).

C(501) - C (500)

Luego tenemos que: 501-500 , s la rapidez promedio del costo entre 500 y 501
vuelos.

e La rapidez instantanea de cambio del costo con respecto a la cantidad de unidades
producidas es C’(q) y representa es el costo de producir una unidad adicional n + 1,
después de haber producido n unidades.

De forma similar, si el ingreso generado por g vuelos es I(q), Si la linea aérea hubiera planificado
funcionar con 500 vuelos, sus ingresos serian [(500). Con el vuelo adicional, sus ingresos serian |
(501).

1(501) - 1 (500)

Luego tenemos que: 501-500 , es la rapidez promedio del ingreso entre 500 y 501
vuelos.

e La rapidezinstantdnea de cambio del ingreso con respecto a la cantidad de unidades
vendidas es|’(q) y representa el ingreso de vender una unidad adicional n + 1, después
de haber vendido n unidades.

Utilidad marginal.
Ya que Utilidad = Ingresos - Costos
Esdecir: U(q)=1(q)-C(aq).

Luego: Utilidad Marginal= Ingreso Marginal — Costo Marginal

Utilidad Marginal=: U’ (g)=1"(q)-C"(q).

Ejemplo. Suponga que el costo total, C(q) de producir g articulos viene dado por la expresion:

C(q) =0.01g° -0.6 q* +13 q + 200

a) ¢Cudl es el costo fijo?

b) ¢Cual es el costo variable?

c) Determine los costos totales al producir 100 unidades
Determine la funcién costo promedio

e) Determine el costo promedio al producir 100 unidades

f) Determine la funcidn costo marginal
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g) Determine el costo de producir la unidad # 101

Solucion.

a) Costos fijos: $ 200
3 2
b) Costo variable: 0.01g°-0.69" +13q
C(100) = 0.01 (100)* — 0.6 (100)* +13(100) + 200 = $ 5500

d) Funcién costo promedio:

—— C(q) 0.01g°-0.6q*+13q+200

200
(a)
q q

=0.01¢°-0.6q+13+ "~
v

0.01(100)? — 0.6 (100) +13 + fgg =$55

e) Costo promedio al producir 100 unidades:

f)  Funcién costo marginal: C’(q)=0.01(39") - 0.6 (20) +13 (1) +0
C(q)=0.03qg*-1.2q+13

g) Costo de producir la unidad # 101:
C’(100) =

Ejercicios.
1) Supdngase que C(q) es el costo total de la produccidn, en ddlares, de ciertos

1
C@=-9"-2q+5
articulos, siendo: 2
Determine: a) Determine la funcién costo promedio

b) Determine la funcidn costo marginal
c) El costo total al producir 1000 unidades
d) El costo promedio al producir 1000 unidades

e) El costo de producir la unidad # 1001

p*+q-12=0

2) Sila ecuacién de demanda para cierta mercancia es

Encontrar : a) La funcidn del precio
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b) La funcion del ingreso total
c) La funcion del ingreso marginal
d) El ingreso total al vender 8 unidades

e) El ingreso al vender la unidad #9

Solucion.

>
a) Ya que la funcidn precio debe ser siempre positiva, tenemos que p(q) >0 :

Luego: P(V) = 129 pero como P(@) 20 o yiene que: P(@) = A2-q
1
b) Funcién ingreso total: 1(@)=q \m = q(12 - CI)Z

I (@) =12-q +(12-q)"2 (-2)

c¢) Funcion ingreso marginal:

“(q) =12 - q+ (12-q) %(—1)

q

@=12-ay = izg el OO

(12_q)§; A\ Z_q
g |®)=812-8=8 [12-8=8(2) =316

e) El ingreso al vender la unidad # 9:

J1o(8 _, 8
1~ (8) =12~ m_z 0
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Ejercicios.

1) El nimero de ddlares del costo total de la manufactura de g relojes en cierta fabrica,

C(q) = @+30 q+1500
q

esta dada por:
Encontrar: a) La funcién costo promedio

b) El costo promedio al producir 550 relojes
c) La funcién costo marginal
d) El costo marginal cuando q =40

e) El costo de manufactura del cuadragésimo primer reloj.

“_n C(q) :110 + 4q + 0.02 q2

2) SiC(q) es el costo total de la manufactura de “q” juguetesy
. Encontrar:
a) La funcién costo promedio

b) La funcidn costo marginal
c) El costo promedio al producir 500 juguetes
d) El costo marginal cuando g = 10

e) El costo de manufactura del onceavo juguete

3) Supdngase que un liquido se produce por cierto proceso quimico y que la funcién del

costo total C(q) esta dado por C(@)=6+4 \/a , donde C(q) délares es el costo total
de la produccién de q galones del liquido. Encontrar:
a) El costo de producir el 17 avo. galén
b) El nimero de galones producidos cuando el costo marginal es de $ 0.40 por
galon.

4) Una compafiia constructora renta cada departamento en p délares por mes cuando se
rentan x departamentos y p =10 ~/300 —2x )

¢Cudntos departamentos deben de ser rentados para que el ingreso marginal sea cero?

5) Sila ecuacion de la demanda para cierta mercancia es 3 g + 4 p = 12. Encontrar:
a) Lafuncion del precio
b) La funcion del ingreso total. Recuerde que : Ingreso = precio x cantidad

c) Lafuncion del ingreso marginal

6) Sea (@ =2+3.q-1 donde qe [2’17]. Encontrar

a) La ecuacién de demanda
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b) La funcidn del precio

c) La funcion del ingreso marginal

2
7) La ecuaciéon de la demanda de cierta mercancia es p= (q _8) y la funcién del costo

_ N2
total estd dada por C(9)=18qg-q donde C(q) délares es el costo total cuando se
compran g unidades.

a. Encontrar la funcién de ingreso total
Encontrar las funciones de ingreso marginal y de costo marginal

c. Encontrar el valor de “q” para el cual el costo marginal sea igual al ingreso mar-
ginal.

VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION

Definicion.
La funcién f se dice que tiene un valor minimo relativo en x = ¢, si existe un intervalo

<
abierto que contenga a “x = c” sobre el cual esta definida f tal que f(C) - f(X) para
toda x en ese intervalo.

Definicion.
La funcidén f se dice que tiene un valor maximo relativo en x = ¢, si existe un intervalo

>
abierto que contenga a “x = c¢” sobre el cual esta definida f tal que f(C) . f(X) para
toda x en ese intervalo.

Si la funcion f tiene un valor maximo relativo o un valor minimo relativo en x=c,
entonces se dice que f tiene un extremo relativo en x=c.

_ _ 2
Observe las siguientes figuras: Sea Fx)=(x-2)"+5

Analicemos las pendientes de las rectas tangentes a la izquierda de x = 2
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Analicemos las pendientes de las rectas tangentes a la derecha de x = 2

¥,

-14 -1z -10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 5 B 10 1z 14

Observe que en x = 2 existe un valor minimo para y=f(x), el cual es y=5

11
y=x*+45x>+3x*-—x-3
Sea 2 . Observemos su grafico: Analicemos las pendientes de las
rectas tangentes a la izquierda de x = - 1.2189

Analicemos las pendientes de las rectas tangentes a la derecha de x = - 1.2189
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w

P

Analicemos las pendientes de las rectas tangentes a la izquierda de x=0.4353

y =x* +4.5x% +3x? —121x—3

Analicemos las pendientes de las rectas tangentes a la derecha de x=0.4353
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w

3]

Note que en x =-1.2189 existe un punto maximo y existe puntos minimos en x=0.4353 yen

x=-2.5914

PUNTOS CRITICOS.

SON AQUELLOS PUNTOS EN LOs cuALes | ) =0 ¢ () nNo existe.

e Observe que si tenemos la funciony = f(x). Existe un punto minimo relativo en

X= Xi, Si f (Xl) =0 0 si f (Xl) NO EXISTE vy si alrededor de valor de x;, f (X)
cambia de negativa a positiva.

e Observe que si tenemos la funcidén y = f(x). Existe un punto maximo relativo en

X= Xi, Si f (Xl) =0 0 si f (Xl) NO EXISTE vy si alrededor de valor de x;, f (X)
cambia de positiva a negativa.

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA.

e Si el punto P1(x1,y1) es un punto critico de la funcion y=f(x) y si f""(x1) <0, en-
tonces en x= x;, existe un punto maximo.

e Si el punto Pi(x1,y1) es un punto critico de la funcién y=f(x) y si f"(x1) >0, en-
tonces en x= x;, existe un punto minimo.
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Ejercicios.

Utilizando el criterio de la segunda derivada, encuentre los puntos maximos y minimos
de las siguientes funciones:

1) f(x)=x®+x*—x+1

2) f(x)=x>-3x*+3

3) Supdngase que la ecuacién de demanda de cierta mercancia es p= 4- 0'0002q y

0=qg = 20,000 donde g es el numero de unidades producidas semanalmente y p
ddlares es el precio cada unidad. EI nimero de délares del costo total de la produccidn
de g unidades es

p =600 + 3 g. Sila utilidad semanal debe ser tan grande como sea posible, encontrar:

a) el numero de unidades que se produciran cada semana.
Rta q =2500 unidades

b) el precio unitario Rta $ 3.50
c) Laganancia semanal. Rta U=$ 650

NOTE QUE: LA UTILIDAD MAXIMA O MINIMA SE PUEDE PRESENTAR CUANDO COSTO
MARGINAL = INGRESO MARGINAL.

4) Determinar la cantidad g que maximiza a la utilidad si el ingreso total y el costo total
se expresan como sigue: 1(q) =5 q —0.003 g?
C(q)=300+1.1q

endonde 0= q = 800, estando I(q) y C(q) en ddlares. ¢ Qué nivel de produccién
da como resultado la utilidad maxima?

Rta q = 650 unidades
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APLICACIONES DE LA DERIVADA A LA FiSICA, BIOLOGIA Y OTRAS CIENCIAS

o Sie=f(t) nos da la posicion de un movil respecto al tiempo, entonces  v=f'(t) nos da la veloci-
dad de ese movil en cada instante.

e Siv=g(t) nos da la velocidad de ese madvil en funcién del tiempo, entonces a=g'(t) nos da su
aceleracion.

o Engeneral, si f(t) da la variacion de una variable respecto al tiempo, entonces f '(t) da la rapidez
con que varia esa variable al transcurrir el tiempo.

EJERCICIOS APLICATIVOS

1. Consideremos de nuevo el ejemplo del autobus que viene en el libro en la pagina 302.
Ahora sabemos méas y podemos resolver mejor el problema.

Esta era la situacién del movimiento del autobus y de los cuatro viajeros en funcién del tiempo:

Ecuaciones de movimiento del:
40
Autobls  €=—t?
100m, (@ 225
(4 Viajero (1) e =5.35t —37.45
BUS
50m, Viajero (2) e =8t —80
Viajero (3) e =96
PARADY DA 100, 100
T 55 10s 15s 20s ' | Viajero (4) €= @tz - Et +95
Donde ¢ es el espacio en metros y t el
tiempo en segundos.

a) ¢En qué instante llegan a la parada los viajeros 1y 2 ? (Hay que mirar en la gréfica y también haciendo
calculos con las ecuaciones dadas)

b) ¢ A qué distancia se encuentran de la parada los viajeros 3 y 4, cuando arranca el autobus de la pa-
rada? (Hay que mirar en la grafica y también haciendo calculos con las ecuaciones dadas)

c) ¢En qué instante y a qué distancia de la parada se encuentran cada uno de los cuatro viajeros con el
autobus? (Hay que mirar en la gréfica y también haciendo célculos con las ecuaciones dadas)

d) Calcula la velocidad tanto del autobus, como de cada viajero, en cada instante calculando la derivada
de cada funcién espacio

e) Deduce qué viajero alcanza el autobus "suavemente” y cual no.
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2. Imaginemos que el numero de bacterias de un cultivo varia con el tiempo, expresado en minutos, se-
gun la ecuacion N=500+50t-t2 para 1[0,35]

¢ Cual es la velocidad de crecimiento de la poblacion en el instante t=7 min?

Dibuja la grafica de la funcidn e interpreta el resultado en la gréfica

3. Un cochecito teledirigido se lanza por una cuesta. La distancia recorrida en metros al cabo de t se-
gundos viene dada por d=0.2t2+0.03t3

a) ¢Qué velocidad lleva al cabo de 2 seg, 5 seg, y 6 seg?

b) Cuando el cochecito alcanza una velocidad de 46.8 km/h, los frenos son insuficientes ;Cuanto tiempo
puede permanecer bajando sin que el conductor se preocupe por sus frenos?

14 2
4. Un cohete se desplaza segun la funcién y =100t + 2000t , €n la que y es la distancia recorrida
en kmy t el tiempo en horas.

a. Calcula la funcién velocidad

b. Calcula la funcién aceleracion (asi como la funcién velocidad se obtiene derivando la funcion
distancia, la funcién aceleracion se obtiene derivando la funcion velocidad)

c. ¢Cuanto vale la velocidad inicial (t=0)? ¢ Y la aceleracién inicial?

Solucion al problema del autobus

El viajero 1 llega a la parada a los 7 seg de haber arrancado el autobus, y el 2 a los 10 seg.

Ademés de verlo en la grafica se puede deducir haciendo y=0 en las ecuaciones de movimiento de cada
uno.

e =5.35t —37.45 e=0, t=7 seg
e=8t—-80 e=0, t=10 seg
b) El viajero 3 se encuentra a 96 metros de la parada cuando arranca el autobus, y el 4 a 95 m.

Ademés de verlo en la gréfica se puede deducir haciendo t=0 en las ecuaciones de movimiento de cada
uno.

e =96 =0, o cualquier valor de t, =96, distancia = 96 m
e=100: 100, o5
529 23 , 1=0, =95 m, distancia =95 m

¢) Resolviendo el sistema entre la ecuacién del autobus y la del viajero 1 encontraremos que una de las
soluciones es t=11 seg, y se puede comprobar en la figura que es el instante donde se encuentran sus
graficas. O sea, el viajero 1 alcanza al autobus a los 11 seg de haber arrancado.

Haciendo lo mismo con el viajero 2, obtenemos que alcanza al autobus a los 15 seg.
El 4 lo alcanza a los 23 seg, y el 3 a los 23 seg.
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Ecuaciones de movimiento del: Derivada=velocidad

4
Autobis €= —Ot2 Vpis =€'(1) = de_ 80
225 dt 225
. , de
Viajero 1 e =5.35t — 37.45 v, =e'(t) = P 5.35
Viajero2 e =8t —80 V2=e'(t)=%=8
Viajero 3 e = 96 v, =e'(t) = ge =0
dt
Viajero4 e = @tz —@t +95 v, =¢e'(t)= @t _100
529 23 529 23

e) Como ya conocemos en qué instante alcanza cada viajero al autobus, calculando la velocidad en
dichos instantes y comparandola con la del autobls podremos saber la respuesta.

Viajero instante de alcance |velocidad viajero velocidad bus razon velocidades
1 11 seg e'(11)=5.35 m/s e'(11)=3.9 m/s 5.35/3.9=1.37
2 15 seg e’'(15)=8 m/s e'(15)=5.3 m/s 8/5.3=1.5
3 23 seg e'(23)=0 m/s e'(23)=8.2 m/s 0/8.2=0
4 23 seg e'(23)=4.3 m/s e'(23)=8.2 m/s 4.3/8.2=0.52

Lo ideal es que el viajero vaya a la misma velocidad que el autobus en el momento del alcance, por
tanto la razén de velocidades deberia ser 1.

El viajero que lo coge mas suavemente es el 1 pues esta razon es la mas proxima a 1. Le sigue el 2. Al 4
le costara bastante, pero el que corre verdadero peligro si lo intenta es el 3. Este viajero ha permanecido
quieto (vel=0) a 96 metros de la parada, esperando que pase por alli el autobus, pero éste ya va muy
rapido al pasar.

El viajero 4, que estaba a 95 metros de la parada ha corrido en direccion a la parada, y se ha vuelto para
correr en la misma direccion del autobUs y coger velocidad para el momento del alcance.
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SOLUCION DEL PROBLEMA DE LAS BACTERIAS

Hallando la derivada de la funcion N(t), N'(t) es la velocidad de crecimiento de la poblacién en cualquier
instante t.

Hallando N’(7) podremos responder a la pregunta.

N=500+50t-t?

N'=50-2t

N=500 | N'(7)=50-27=50-14=36

Velocidad de crecimiento en el instante t= 7 min
= 36 bacterias por minuto

=35 min

N=801 |
velocidad de crecimiento=H"{7)=36 bacterias/min
Quiere decir que en el instante
7 min la pendiente de la recta
tangente a la curva en el punto
(7, 801) es tag(0)=36
}/ 1:; min t=3% min :
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SOLUCION AL PROBLEMA DEL MOVIMIENTO CINEMATICO
d=0.2t2+0.03t°
d'=0.4t+0.09t2
v(2)=d'(2)=0.4*2+0.09*22=1.16 m/s, velocidad a los 2 seg
v(5)=d'(5)=0.4*5+0.09*5%=4.25 m/s, velocidad a los 5 seg
v(6)=d'(6)=0.4*6+0.09*62=5.64 m/s, velocidad a los 6 seg

v—%8@1 1h  1000m 46800 m
Si v=46.8 Km/h > h 3600seg 1km 3600 seg

=13m/s

Si v(t)=d'(t)=0.4*t+0.09*1?=13 m/s,

0.4*t+0.09*1-13=0

0.09*t2+0.4*t -13=0 resolviendo esta ecuacion queda
t=10 seg

Alos 10 segundos pueden fallar los frenos del coche.

SOLUCION DEL PROBLEMA DEL COHETE

_ 2
Un cohete se desplaza segun la funcién y =100t + 2000t

kmy t el tiempo en horas.

, enlaquey es la distancia recorrida en

2. Calculala funcién velocidad > ¥ =100 +4000t
= 4000

c. ¢Cuanto vale la velocidad inicial (t=0)? > Vo =100 km/h
a, = 4000 km/h?

"
b. Calcula la funcion aceleracién = y

Y la aceleracion inicial? >
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RESUMEN DE LAS
APLICACIONES DE LA DERIVADA

1. RECTA TANGENTE A UNA CURVA

Y = f(x)

. oy X .
La pendiente de la recta tangente a una funcion en un punto "9 es el valor de la derivada de la

L, endiente = f'(X - L,
funcién en ese punto p ( 0) , asi la ecuacién de la recta tangente a una curva en

s Y~ f (%) =T'(%) - (X=%,)

X
un punto "0 e

Figura 1

f(x)=x"-x

Y==X recta tangente
X, =0

2. INFORMACION EXTRAIDA DE LA PRIMERA DERIVADA
Observa la grafica siguiente y ten en cuenta la relacidn entre derivada en un punto y la pendiente
de la recta tangente a la curva en ese punto.

Figura 2
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2.1. RELACION ENTRE CRECIMIENTO Y DERIVADA

! >
f(x) derivable y creciente en Xp = T'(%)=0
! <
() derivable y decreciente en Xp = f'(%)<0
Ejemplo:

3 I=3X2

y=X es derivable en todo R y su derivada es y . La grafica es

Figura 3. La grafica de la funcidn cubica en el origen

se observa que en Xo
la funcidn es creciente (de
hecho, es creciente en
todo su dominio), luego la
derivada en ese punto
tendra que ser mayor o
igual a 0. Efectivamente

f'(0)=0>0 (
f’(x) > 0 para todo x)

2.2. CRITERIO PARA IDENTIFICAR INTERVALOS CRECIENTES O DECRECIENTES

f (X) >0=f es creciente

f'(x)<0= f

es decreciente

2.3. MAXIMOS Y MiNIMOS RELATIVOS

La funcion f(x) presenta un maximo relatrvo en X, > cuando existe un entorno E(xo) tal que:
FE<f(x) 3Vxe E(x,),x# %,

La funcion f(x) presenta un minimo relatnvo en X, cuando existe un entorno E(xo) tal que:
fGx)>f(xy) ;Vxe E(x,)),x#x,
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2.3.1.CONDICION NECESARIA DE MAXIMO O MINIMO RELATIVO

. . X
Si F(x) es derivable en "9, entonces

= f'(x,) =0

(X) .. - - X,
tiene un maximo o un minimo en

Sin embargo no es una condicion suficiente, porque puede ocurrir que la derivada en un punto valga 0

i X, =0 . y=x°
y que no haya maximo ni minimo , como en en el ejemplo .

2.3.2.REGLA PARA SABER SI UN PUNTO SINGULAR ES MAXIMO O MINIMO RELATIVO

Para saber si un punto singular (puntos que anulan la derivada) es maximo o minimo relativo de
una funcion estudiaremos el signo de la derivada primera de la funcion.

Ejemplo:
3
y=Xx"—-27x

Figura 4. Su grafica de la funcién cubica

Si calculamos su derivada y estudiamos el signo se tiene,

y' =3x% - 27 =3-(x? =9)=3-(x+3)-(x-3)

=0 -3 -3 3 3 .
3 + + +
(X + 3) - + +
(X - 3) - - +
Signo y’ + - +
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Luego podriamos decir que la funciéon

e creceen (=o0,-3) L (3,0)

e decreceen (_ 3'3)

Asi que hay un maximo relativo en (_ 3, f(—3)) y un minimo relativo en (3’ f(3))como se
observaba en la gréfica.

3. INFORMACION EXTRAIDA DE LA SEGUNDA DERIVADA

Una funcién es cdncava en un intervalo si la rectas tangentes a la funcidn en ese intervalo estan
por debajo de la funcidon. Una funcidn es convexa en un intervalo si la rectas tangentes a la
funcién de ese intervalo estdn por encima.

La denominacidn de convexidad y concavidad depende del punto de vista que se adopte para
considerar que es una concavidad, esto es si se mira a la funcion "desde arriba" o "desde abajo".
Por ello, es frecuente que en ocasiones se adopten las denominaciones cdncava hacia arriba y
concava hacia abajo para evitar las ambigliedades.

Los puntos donde la funcién cambia de curvatura se llaman puntos de inflexién.

3.1. RELACION DE LA CURVATURA CON LA SEGUNDA DERIVADA

Si observamos la grafica siguiente veremos que cuando la funcién es cdncava las pendientes de
las rectas tangentes (las derivadas)

tienen un valor cada vez mds grande, y cuando es
convexa cada vez menor.

Criterios de concavidad o convexidad:

e Por la derivada primera:

a. Siuna funcién es cdncava las pen-
dientes de las tangentes aumentan /
(f" es creciente). f

b. Si una funcidn es convexa las pen-
dientes de las tangentes disminu-
yen (f" es decreciente).

e Por la derivada segunda:

Si f es cédncava hacia arriba U entonces f’ creciente, por lo tanto f* 2 0

Si f es cdncava hacia abajo N entonces f’ decreciente, por lo tanto f* < 0
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f(x

" _
Si ) es derivable en Xo y tiene un punto de inflexién en Xy = T (XO)_O

3.2. CRITERIO PARA IDENTIFICAR INTERVALOS CONCAVOS Y CONVEXOS

Si una funcidén es derivable dos veces, se tiene

f"(x)>0= f

es concava

f7(x)<0= f

es convexa

Ejemplo:
y=xe" Dominio =R
fixy=e*+xet=(1+xe" flflx)=e"+(1+x)e*=(2+x)e"

Sy =0 — x=-2 (e¥#0 paratodo x)

Bl Signo de f"(x):
fr<o . f"=0

1. !

a _

b La tuncion: es convexa en (—e=, —2)

‘ es concava en (=2, +oo)

C,

q tiene un punto de inflexion en (—l - 22)

e

2.- ESTUQiar 1a simetria Yy perioaiciaaa ae ids siguientes runciones:

a)y = x° —5x d)y =sen(2x+3)
x® —5x e)y = sen(2x
b)y=>3 ﬁ)
X® —2X Fyy = X
c)y = X" +X )y_x2—4

3.- Estudia la derivabilidad y la continuidad de las siguientes funciones:
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1
a)y=——
)Y 2
1
b =
)Y (x+2)2
X
c)y=——
)Y X+1
X+1
d =
)Y x?—4x+3
e)y =|x-1
X+3
f =
)Y x?—3x-10
Q)y = x* -1
y x3-3
COS X
h)y=—-
X

2
a)y:2x—3 )y X+1 2 x-1
Ya x? -1
b)y=2+7—7: W= Y= ox+a
1 X2 +1 : L]
Oy =x-= f)y- iy =———
X X2 -1 X* —4x+3 5.- En las funciones

siguientes determina los intervalos de monotonia, hallando la posicion de los puntos criticos y
solo con dicha informacion intenta razonar la existencia en los mismos de minimos, maximos o
puntos de inflexion:

1
g)y:;
a)y=x>—x+1 ny= :
NI 1 d)y=3x*-2x° W (X+1)2
W=7 7S Ay 1(xaty) 2
c)y =x*-27x+36 fy=x" (et

6.- En las funciones del ejercicio anterior determina los intervalos de concavidad y convexidad e
intenta volver a razonar la existencia en los mismos de minimos, maximos o puntos de inflexion
soélo con esos datos.

7.- Aplica ahora el criterio de la segunda derivada para determinar los maximos, minimos y
puntos de inflexion de las funciones del ejercicio 5. Determina el valor de los maximos, los
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minimos y los puntos de inflexion. Distingue, con toda la informacidn recogida en estos tres
ejercicios, entre maximos y minimos absolutos y relativos.

8.- Representa graficamente:

a)y=x(x+2)(x-2)

c)y =203+ 5x% — 4x
| 3
e)y=-%X_+ x

9.- Representa graficamente:
a) = L
x- -4
8 curva de
3 *
X +4 Agnesi

ar
—
-

1l

g).v _ x4+ xi-2
' xi-3x-4
xr +1

)
-
I

(x+2)( x+3)( x +4)

i)y _(x+D(x+2) x
x=-D( x+3

Representa graficamente:

a = Vx-—1

¢) __ [2-x
/\v 2 +x
) =+ [_x°

11.- Sea f (x)= 2x3 + 2x? + 5. Hallar P (o, f(xo) ) de
tangente al grafico de f en el punto P.

b)y=x*-2x?
d)y=|x*-4x + 3|
Hy=x*-2x*-8

b)}.' ='12#
X~ +2
d)}-' =—.T2
X +2
f}},=1'—3-‘f+2
x*+3x+2
hyy = _X
1+ |x|
110.-
b)y = [x]
d)}.' =i ,'Illu
/\\ 4x - 1
fyr=xl
3x

modo tal que larecta y=2x+7sea

12.- Sea f (x) = 5x3 — 6x> — 3. Hallar P = (xo, f(Xo0) ) de modo tal que la rectay = 3x — 7 sea

tangente al grafico de f en el punto P.

13.- Sea f(x)=In(x2-8)+5. Hallar la ecuacién de la recta tangente al gréafico de f en el punto de

abscisas x=3.
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14.- Hallar la ecuacion de la recta tg. al grafico f[x}l =In (x3 - g) -2f3x deenelpuntode
abscisa xo =3.

15.- Si . escribir la ecuacion de la recta tangente al grafico de fen el
punto Jon =V 72544 4o abscisa x = 3.

16.- Sea f(x)=.
de abscisa Xo

3% +]n(x)

. Hallar la pendiente de la recta tangente al grafico de f en el punto
x+

=1.

17.- Sea f(x)=k(x-1)e?(x+1), hallar el valor de k real para que la recta tangente al grafico de f en
el punto de abscisa xo=-1 tenga pendiente 9.

18.- Sea f(x)=In (ax + 7) + 6x2. Hallar a para que la recta tangente al grafico de f en xo= 1 tenga
pendiente m = 11.

f(x)=1+2acosx

19.- Dada , calcular a perteneciente a los reales, en x = 0. Dicha recta debe
ser paralela a y= 3x+2

I_x-1 _ B
20-fix)=@x'e’  *h Hallar‘a’b <R de modo tal que la recta de ecuacién ¥ LS 1Dsea

tangente al grafico de f en el punto (1;5).

21.- Una compaiiia de venta a domicilio ha determinado que sus baneficios anuales dependen
del nimero de vendedores verificando la expresion :

B(x)=—-9x? +360x +1875

donde B(x) es el beneficio en miles de pesetas para x vendedores.
Determinar, justificando las respuestas:

a. ¢Qué numero de vendedores ha de tener la empresa para que sus beneficios sean ma-
ximos?

b. ¢Cudl serd el valor de dichos beneficios maximos?

22 .- El consumo de combustible (en centenares de litros) de cierta aeronave durante un total
de cinco horas de vuelo viene dado por la funcién :

-

56 s 0=t<l
— At +2 s 1=t <25
575 s 25=t<d
(28.75-5.75t st 4=t =<5

C(t) = -

a. Representar dicha funcién

b. Interpretar la grafica obtenida
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