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INTRODUCCION

Antes de la era cristiana y por muchos afnos, existian dos situaciones a
resolver, el de la recta tangente a una curva y el area por debajo de una curva. El
problema de encontrar la ecuacién de la recta tangente fue resuelto con la derivada
que se trata en los cursos del calculo diferencial. El problema de la determinacion
del area bajo una curva se resuelve con las nociones del calculo integral los cuales
expondremos en el presente curso. Empezaremos en este primer texto
presentando y hallando la antiderivada y la integral Indefinida, en el siguiente texto
Calculo Integral Il usaremos la antiderivada para el objetivo del calculo integral

como la Integral definida.

El propdsito de este texto es brindar una introduccion rapida en un inicio y seguir
adelante con el curso de calculo integral que responde a las siguientes preguntas:
¢ Qué es? ;Cual es la relacion entre ellos? apoyados en cursos de calculo previos;
ademas de brindarte las explicaciones necesarias y problemas "tipo" resueltos de
forma clara y sencilla, sumado a las explicaciones dadas por el profesor en clase, te
permitiran iniciarte rapidamente en la resolucién de integrales de tipo algebraico,
trigonométrico, exponencial y logaritmico; utilizando el formulario basico de
integrales y el método de integracion por cambio de variable para resolver aquellas
integrales indirectas que obviamente no se ajustan a ninguna formula elemental
convenida. Los procesos matematicos utilizados para resolver integrales requieren
de tus conocimientos basicos de algebra y trigonometria, tus habilidades deductivas

y un trabajo constante.

Diferenciacion

\4

v . B—

Integracién
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CAPITULO |
1.1. LAINTEGRAL INDEFINIDA

1.1.1. DEFINICION DE ANTIDERIVADA O INTEGRAL INDEFINIDA
Denominaremos a F una antiderivada, también primitiva o integral indefinida de

fenelintervalo /, si DyF(x) = f,) , es decir F(x) = f,

Notacion

La antiderivada lo denotaremos con la siguiente expresion:

ff(s) dx = F(x) +C

Teorema
Si F(x) = G (x), Vx € (a,b) en consecuencia, existe una constante C tal que
F(x) =G (x) + C, para todo x € (a,b)

Demostracion

Sea H(x) = F(x) — G(x) definida en un intervalo (a, b) en consecuencia
H(x) = F(x) — G(x). Por Hipotesis tenemos, como F(x) = G(x) entonces
H'® =0, vx € (a b).

Como H es derivable para todo x € (a,b), entonces, por el teorema del valor

medio para derivada, 3x, € (X,X;) c (a,b) tal que H'(xy) = H’:;Hx(x)
=
Haciendo H'*e) = 0 obtenemos w =0, es decir H(x) = H(x,) = C.
T

Por consiguiente F(x) — G(x) = C

1.1.2. INTEGRACION
Como habras notado, la integracion significa calcular la antiderivada o primitiva,
que también es el proceso opuesto a la diferenciacion. No es tan simple ya que

requiere técnicas, que presentaremos a continuacion.
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En primer lugar, es esencial precisar que, siempre podremos hallar la
antiderivada empleando férmulas descubiertas por cientificos tan igual como se

usan en el célculo de derivadas.
Formas y Féormulas Estandares de Integrales

1. [dx=x+C
n+1
2. [x"dx="—+C;n#-1
n+1
fidx=1n|x|+C
[eXdx=e*+C
% e
Ja*dx=—+C
[senxdx = —cosx +C

[ cosxdx =senx +C

FF OB P P

[sec?xdx=tgx+C

9. [esc?xdx = —cotgx+C

10. [ secx tg xdx = secx + C

11. [ cscxcotgdx = —cscx +C

12. [ tg xdx = —In|cosx| + C = In|secx| + C
13. [ cot gxdx = In|sen x| + C

14. [ secxdx = In|secx + tg x| + C

15. [ cscxdx = In|cscx — cot gx| + C
A
16.fﬁdx = arcsen (g) +C

1 1
17fﬁdx = ;arctg (g) +C

dx = %arcsen (Iail) +C = %arccps (i) +C

x|

1
18.f ——
19. [ senh xdx = coshx + C

20. [ coshxdx = senhx + C

Las once primeras formulas se pueden comprender con facilidad del caso tomando

en cuenta las que se proporcionaron para las derivadas.
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Ejemplo 1
Determinar [ x? dx
RESOLUCION:

Para su solucion emplearemos la formula 2

x2+1 x3
2dx = C=—+C¢C
fx X 2_|_1+ 3+

Ejemplo 2
. 1
Determinar f\/_z dx

RESOLUCION:

Del mismo modo que el ejemplo anterior emplearemos la formula 2

141

1 i X 2
f—dxzfx Y o T—+C
Vx -3 +1
Ejemplo 3
Calcular [——=dx
4+x
RESOLUCION:

En este ejemplo empleamos la férmula 17

f 1N, e x)+c
22+x2 X = zaT'C an(z

Para realizar la adicion, sustraccion de funciones y multiplicacion por un

escalar haremos uso de las siguientes propiedades.

1.1.3. PROPIEDADES DE INTEGRACION
La Integral Indefinida cumple las siguientes propiedades de linealidad, esto es:
1. [[fx) £ g@)] dx=[f(x)dx+ [g(x)dx
2. [kf @x)dx=k [f(x)dx ; kER

Ejemplo 4
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Calcular f(§+ SSenx—4ex) dx
RESOLUCION:

Aplicando propiedades de adicion, sustraccion y otras formulas obtenemos:

2 2
f(;+3senx—4ex)dx= f;dx+ f35enx— f4exdx
— 1 _ x
=2[-dx+3 [senxdx—4 [ e*dx

=2Inx—-—3cosx—4e*+C

Para ejercicios y problemas mas complejas se requerira de técnicas mas

refinadas a fin de lograr el propésito.
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CAPITULO I
2.1. TECNICAS DE INTEGRACION

2.1.1. INTEGRACION DIRECTA

En esta parte haremos uso de recursos algebraicos, propiedades y férmulas
para llegar encontrar las antiderivadas.

Ejemplo 1

(1-—x)3

T dx

Determinar [

RESOLUCION:

Iniciamos por efectuar el cubo del binomio, simplificamos y aplicamos las
propiedades en el desarrollo de la siguiente manera:

f(l—x)3d _J‘1—3x+3x2—x3 5
5 X 73 x

f[l 3x 3x? x3]d
=Gz~ 2T 77 T | X
x*/ 3 .3 x*/

— f[x“‘/g’ — 3x71/3 4 3x%/3 — x5/3]dx

=fx‘4/3dx—3fx_1/3dx+3fx2/3dx—fx5/3dx

2 5 8
x-1/3 x3 El v
—_1/3—3?4'3?—?'1'6
3 3 3
9 2 9 5 3 8
=3X_1/3—§X§+§X§—§X§+C

Ejercicios Propuestos 1.1

Halle las antiderivadas o la integral indefinida en:

2x+1_5x—1
1. f(3—x2)3dx 4dex
2. f(l—xiz)\/xﬁ dx 5.f%dx

5 [,
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2.1.2. INTEGRACION POR SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE
En muchos casos se presentan funciones compuestas, en las que ya no es
posible resolver por medio de integracion directa, pero puede ser que con un
cambio de variable se transformen en integrales inmediatas.
En consecuencia, las formulas de integrales se pueden usar no solo para “X”

sino también para otras variables.

Ejemplo 1

Determinar  [(1 —x)3%dx

RESOLUCION:

Por ser un binomio de exponente treinta, no seria practico obtener su desarrollo

facilmente. Por tanto, es conveniente realizar el cambio de variablet =1 — x

. . 9 dt
Al realizar el cambio de variable, tenemos: = —1dx - dx = —dt

Ahora sustituyendo resulta: [ t3°(—dt) = — [ 3%t = —% +C
Una vez realizada reintegracion y reemplazado t se obtenemos que:

[(1—x)3%dx = _ x) +C

Ejemplo 2

Determinar f en‘r dx

RESOLUCION:

Realizando el cambio de variable: t = \/x

ianes 4 1 _
Se obtiene: i dx = 2+/xdx

Al sustituir resulta: fse"‘/_ = fsf;t 2v/xdt = 2 [ sen tdt = 2(—cost) + C

sen\/_

Al integrarlo y reemplazando “t” tenemos: f dx = —2cosVx+C

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE 13



Ejemplo 3
Determinar [ xvx — 1dx

RESOLUCION:

Por las caracteristicas de la expresion cambiamos de variable: t = x — 1

Por el cual se obtiene: % =1->dx=dt

Luego al sustituir resulta: [ xvVx — 1dx = [ xVtdt
Al no simplificarse x, reemplazaremos nuevamente.

Ahora despejamos del cambio de variable: x =t + 1

Entonces [xvtdt = [(t + DVtdt = [(tVE +t)dt = [ f3/2dt + [t'/%dt

2 2
_ L4524 %432 ¢
ERRREE 7F

2 2
fx\/mdng(x—1)5/2+§(x—1)3/2+C

Ejemplo 4

4x—1+annanx—emfm“x)

5 dx
gl

Determinar | (

RESOLUCION:
Como tenemos un denominador para la expresion de 4 términos, separando

las integrales, tenemos:

f 4x dx—f 1 dx_l_farctanx dx— fe

x2+1 x2+1 x2+1

arctanx

dx

x2+1

A estas 4 integrales, lo calcularemos por separado.

4 . .y . .
1. fxzil dx. En esta integral para su solucion haremos por cambio de variable

t = x% + 1 de donde % = 2x, entonces dx = j—;

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE 14



o — [dxdt_ Lat = =
Reemplazando obtenemos: [——dx= [——=2 [_dt=2n|t|+ (=
2In|x?> + 1|+ C
2. [ 21 dx. Esta integral es directa. [ 21 dx = arctanx + C
X“+1 x“+1

t ;g . . ,
3. [=5=dx. Por su caracteristica resolveremos por cambio de variable asi t

1
x2+1’

= arctg x, donde % = entonces dx = (x? + 1) dt.

sustituyendo, resulta:

2

farctanxd _f t 7T ol ftdt—t +C_(arctanx)2+c
241 T e - M\~ 2

earc tg x

4. | —5; dx. El mismo cambio de variable nos sirve para esta integral

entonces:
4x — 1+ arctan x — e@rctanx (arctan x)?
f( 211 dx=21n|x2+1|—arctanx+TeaTCtanx+C
X

FINALMENTE:

(arctan x)?
2

_ earctanx + I

j‘<4x—1+arctanx—e

arctanx
> dx = 2In|x? + 1| —arctanx +
xc+1

Ejemplo 5
dx

Calcular |
J(1+x2)ln(x+v 1+x2)

RESOLUCION:
Realizando el cambio de variable: t = In(x + V1 + x2)

dt 1 1
— = (1+ 2x>
dx  x++V1+ x2 2V1 + x2

Del cambio de variable: = —— Ltxiix
T x+V1+xZ \ Vi+xZ
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dt _ pV1+x2%dt
\/(1+x2)ln(x+x/1+x2) LVt

Sustituyendo, resulta: [

= ft"l/zdt =2tY2 + C

= z\/ln(x+m)+C

Ejercicios Propuestos 1.2

iy 1, [ gy
2. [xV2x —1ldx 12. fxlnf:ll:x

3 senz?ﬁ 18, [ s

4. [J1—sen(2x)dx 14. [ Z—izdx

5. [ ’;Z_Jrll dx 15, ooy cor £
6. [ dx 16 oty e

dx In(x+vV1+x2)
[ Feveoy- 17 =
2
X

arctan\/_
8. fx/_(1+x)
9. [——1In(2X)d 19. Ll
S () dx o
dx
1O'f\/x+1+\/x—1 20. f\/4x2 8x+3 dx

2.1.3. INTEGRACION POR PARTES

Para tal integracion usamos el producto de funciones: d (uv) = udx + vdu

Despejando y sacando la integral, se obtiene: udv = d(uv) — vdu
fudv = [d (w) — [vdu

En conclusién, la férmula a usarse en la integracién por partes es el siguiente:

judv=uv—]vdu

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE 16




Ejemplo 1

Calcular [xe* dx

RESOLUCION:

Haciendou=x y dv =e*dx

u dv u v v
—_— ~ ~
Integrando, resulta: [Xe* dx =% eX — [e*

S

=xe*—e*+C

Ejemplo 2
Calcular [(2x? +3x — 5) sen x dx

RESOLUCION:

Haciendo u = 2x?2+3x—5 y dv = senxdx.

Entonces du= (4x+3)dx y v = [sen xdx = —cosx

por lo tanto, integrando tenemos:

u dv u v v du

f(2x2+3x—5) senxdx=(2x2+3x—5)(—cosx)—f(—cosx)(4x+3)

=-(2x%*4+3x—5)cosx + [(4x + 3) cosxdx
En la integral [(4x + 3) cos xdx aplicamos y realizamos por partes.
Haciendo u = 4x + 3 y dx = cos x dx. obtenemos du = 4dx y v = [ cos xdx = sen x
Por lo tanto: [(4x + 3) cosxdx = (4x + 3) sen x — [ sen x (4dx)

= (4x + 3) sen x + 4 cos x

Finalmente:

f(2x2+3x—5)senxdx= —(2x2 +3x—5)cosx + (4x +3)senx +4cosx +C

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE 17



Ejemplo 3

Hallar [ e* cos xdx

RESOLUCION:

Haciendo u = e* y dv = cosx dx

Obtenemos du = e*dxyv = [cos xdx = sen x

Por tanto: [ e* cosxdx = e*senx — [senx e* dx

a integral | senxe*dx se calcula por parte. Hacemos u = e* ydv = senxdx .
La int I *d lcul rte. H * yd d

Entonces du = e¥dx y v= [senxdx = —cosx .
Por lo tanto [ e*senxdx = —e* cosx + [ e*cos xdx
Finalmente:

fexcos xdx = e*senx — [—ex cos x + fexcos xdx]

fexcosxdx = e¥senx + e*cosx — fexcosxdx

Noétese que la ultima primera y la ultima integral son semejantes; entonces, al

despejar obtenemos
2 f e*cosxdx = e*senx + e* cosx

e*senx + e* cosx
2

f e*cos xdx =

Ejemplo 4
Hallar [ xInxdx
RESOLUCION:

Haciendo u=Inx ydv =xdx (;puedes decir por qué?)

Obtenemosdu=§dx y v=fxdx=’;—2

fxlnxdx = (Inx) <x72> — f%z <% dx)

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE 18
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_1 21 1Jd
—ZX nx > X ax

L eme -2 () e
—ZX nx > >

Ejemplo 5
Determinar [ In xdx
RESOLUCION:

Del mismo modo haciendo u=Inx y dv=dx. Obtenemos du= j—cdx y

v=[dx=x
Por tanto:
1
flnxdx = sk —fx(;dx)
=xlnx—x+C
Ejemplo 6
Calcular [ x arctg x dx
RESOLUCION:
Haciendo u =arctgx y dv =xdx, obtenemos: du = 1+1x2 dx y v= x2_2
Por tanto:
f td—(t)xz fx2<1d>
xarcitgx ax = \arctg x > 2 1+x2 X

1, 1 x?

5% arctg x — Efx2+1dx
En esta ultima integral dividimos el numerador entre el denominador, el cual resulta:

x? 1
x2+1 x2+1
. x? 1 1

Al reemplazar se obtiene: [ ——dx =/ (1 — x2+1) dx = [dx— [ —dx=x—arctgx

: 1 1
Y concluimos en: [ x arctg xdx = Exzarctg x—>[x— arctgx]+C
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Ejercicios propuestos 1.3

En cada un de los ejercicios encuentre las antiderivadas:

1.
2.

3.

8.

9.

10. |

[xe3* dx
[(x+1)e?* dx

[(2x — 1) sen 3 xdx
[ xsen(3x — 1) dx
[x?% e ?*dx

[(x? = 3x +2)e** dx
[(2x — 1) Inxdx
[Vx In? x dx
[VxInxdx

X cosx dx

sen?x

11. [ x(arctg x)? dx

12. [eV* dx

13. [ In(x + V1 +x2)dx
14. [ arcsen x dx

15. [arctg x dx

16. [ arctan(vx) dx

(<))

17. [ cos(In x)dx
18. [ sen/x dx
19. [ sen (Inx)dx

20. [ sen xIn(tg x)dx

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE
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CAPITULO 1l
3.1. INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

Para integrar funciones trigonométricas que no sean directas, se utilizan las
identidades trigonométricas que a su vez le clasificaremos de la manera siguiente:
TIPO I: Integrales de la forma: [ sen® x dx o [ cos™ x dx

1. Si"n" es IMPAR, usaremos:
sen’x = 1 — cos®x

cos’x = 1 — sen’x

2. Si"n" es PAR, usaremos:

, 1 — cos 2x

sen“x = ——
2

5 1+ cos 2x

cos X=T

Ejemplo 1

Hallar [ cos? x dx
RESOLUCION:

Como el exponente es dos, entonces usamos la regla para la potencia par:

. 1+ cos 2x
fcos xdx=f<—>dx
2
1
=§U1dx+Jc052x dx]

sen 2x
2

= o[+ 5 4 c
_zx

Ejemplo 2

Hallar | sen® x dx
RESOLUCION:

Como el exponente es tres, usamos la regla para la potencia impar:
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f sen3x dx = f sen® x sen x dx
= j(l — cos?x)sen x dx

= fsenxdx—fcoszxsenxdx

En esta ultima linea, la primera integral es directa y la segunda se obtiene por

sustitucion.
1. [senxdx =—cosx
2. [cos?* x senx dx cambiando de variable t = cosx obtenemos dt =
—sen x dx

cos3x
3

Reemplazando resulta: [ cos?x senx dx = [ t*(—dt) = —

3
Finalmente: [ sen3x dx = — cosx + % C

Ejemplo 3
Calcular [ cos* x dx
RESOLUCION:

Para el presente caso usamos la regla para la potencia par:

fcos4 xdx = f(coszx)2 dx

1 + cos 2x\2
=]( 2 ) 4

1
:ZU 1dx+f2cos 2xdx+f60522xdx]

sen 2x (1 + cos 4x> d ]
2 2 7

1 1
:Z[x+sen2x+§(f 1dx+fcos4xdx)]

_1[ N 5 +1< +sen4x)]+c
—4x sen 2x > X 2

=3[ +2
_4x

TIPO II: Integrales de la forma: [ sen™ x cos™ x dx

1. Simé n sonimpares
Ejemplo

Determinar el valor de: [ sen® x cos~*x dx
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RESOLUCION:
Se observa que el exponente del seno es impar, entonces procedemos de la
siguiente manera:

[ sen3 x cos™*x dx = [ sen? x sen x cos ™*x dx

= f(l — cos?x) sen x cos *x dx

= f(cos x)™* sen x dx — f(cos x)~2 senx dx

En la linea anterior se aprecia que ambas integrales se resuelven por sustitucion.

Haciendo el cambio de variable t = cos x de donde dt = —sen x dx, se obtiene

J(cos x)™* senx dx — J(cos x)"% senx dx = f t~*(=dt) — j t=2(=dt)

VA
=——+—+C
-3 -1

Bosl - x
— —cosT'x+C

2. Simyn son pares

Ejemplo
Calcular [ sen? x cos*x dx
RESOLUCION:

Como ambos son pares, entonces:

[ sen? x cos*x dx = [ sen? x (cos?x)? dx

. j (1 — COS Zx) (1 + cos Zx)2 d
9 2 2 3

1
= gf(l — cos 2x)(1 + 2 cos 2x + cos?2x)dx

1
= gf(l + cos 2x — cos?2x — cos32x)dx

1
=§[f 1dx+fc052x dx—fcosZZx dx—fcos32x dx]

Observamos que las dos ultimas integrales son trigonométricas entonces:

1 sen 2x 1+ cos4dx
== [x + - f (—) dx — f c0s?2x cos 2x dx]
8 2 2
1 sen2x 1
=§[x+ 5 —§<.[ 1dx+fcos4xdx>—J.(l—senZZx)COSZx]
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1 sen2x 1 sen 4x
=§[x+ —E(x+ 2 )—(fcostdx—Jsen22xc052xdx)]

2
1 sen 2x _x  sen 4x sen2x sen32x
=8| T8 ¢

2 6

Finalmente:

f . i g _1fx sen4x+sen32x L
sen? x cos* xdx = o> 5 c

TIPO lllI: Integrales de la forma:

f sen mx cos nx dx, f sen mx sennx dx, f cos mx cosnx dx
Para estos tipos de integrales se recomienda usar, las siguientes identidades:

1
senmx cosnx = [sen(m + n)x + sen(m — n)x]

1
senmx cosnx = -z [cos(m + n)x — cos(m — n)x]

1
cos mx cosnx =7 [cos(m + n)x + cos(m — n)x]
Ejemplo 1
Calcular [ sen 2x cos 3x dx

RESOLUCION:

Usando la identidad trigonométrica antes mencionada y simplificando obtenemos

que:
1
jsen 2x cos3x dx = fz [sen(2 + 3)x + sen(2 — 3)x]dx
1
=3 U sen5x dx + f sen(—x)dx]
17 cosbx
== [— + cos x] +C

2

Ejemplo 2

Calcular [ sen x sen 2x sen 3x dx
RESOLUCION:

Agrupando y aplicando identidades, tenemos:
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f sen x sen 2x sen 3x dx = f(sen x sen 2x)sen 3x dx

1
= J ) [cos(1 + 2)x — cos(1 — 2)x]sen 3x dx

1
= — Ef[cosBx sen 3x — cos(—x)sen 3x] dx

1
=3 Usen3xc053xdx—jsen3xcosxdx]
1 1 1
=—3 [fz[sen6x+sen0x] —fz[sen4x+sen2x]dx]

1
=—ZUsen6xdx— fsen4xdx—jsen2xdx]

1 cos 6x iy cos 4x N CcoSs 2x
4 6 4 2

TIPO IV: Integrales de la forma:

ftg”xdx X fcotg” x dx
En este tipo de integral se recomienda usar las identidades siguientes:
tg?x =sec’x—1
cotg? x =csc?x—1
Ejemplo 1
Calcular [ tg3x dx
RESOLUCION:

ftg3x dx = f tg? xt gx dx
2= f(sec2 x—1)tg x dx

=fseczxtgxdx— ftgxdx

La primera integral es por sustitucion mientras que la segunda integral es directa:
t =tg x dedonde dt = sec? x dx
Finalmente:

ftgg'x dxzjtdt—(—lnlcosxl)

tgx

== + In|cosx| + C
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Ejemplo 2
Calcular [ cot g* x dx
RESOLUCION:

Usando la identidad trigonométrica y las propiedades, obtenemos que:

fcot‘*x dx = Jcot g?*x cot g%x dx
= fcot g%x (csc?x — 1) dx
N fcot g*x csc?x dx — fcot g?x dx

Se puede observar que la primera integral es por sustitucion y la segunda se resuelve

por identidad trigonométrica quedando del siguiente modo:

j cot g* x dx = f(cotgx)2 csc?x dx — f cot g% x dx

cot g3 x

= — 3‘? —J(csczx—l)dx
cotg3 x 5

=——73 —]e&s¢c xdx + | dx
cot g3 x

=== A= WO 0 N o0 g O

TIPO V: Integrales de la forma:

f tgMxsecxdx y f cot g"x csc™x dx

Caso 1. Si el exponente de la secante o cosecante "n" es par, se realiza con el

diferencial de la tangente o cotangente.

Ejemplo 1

Hallar [ tg_73x sec* x dx
RESOLUCION:

-3 -3
f tg2 x sect* x dx = f tg2 x sec? x sec®x dx
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-3
= f tg2 x (tg%x + )sec? x dx

1 -3
= f tg2x sec? x dx + f tg2 x sec? x dx

Las dos integrales ultimas se resuelven por sustitucion:

-3 1 -3
f tgz x sect x dx = f(tg x)Z sec’xdx + | (tgx)2 sec’xdx

3 -1

_tg2x tg2x

= 3 ar 1 10
2 2

2 3 =t

=§tg2x—2tgzx+C

Caso 2. Si el exponente de la tangente o cotangente "m" es impar, se realiza

con el diferencial de la secante o cosecante.

Ejemplo 1

Hallar [ tg3x sec dx
RESOLUCION:

Descomponemos para obtener el diferencial de la secante

f tg3x sec_% xdx = f tgx sec_% x (secx tg x dx)
En seguida resolviendo, obtenemos que:
[tg3x sec_% xdx = [(sec?x—1) sec_%x (secx tg x dx)
= f sec% x (secxtg x dx) — f sec_% x (secx tg x dx)
estas ultimas integrales se resuelven mediante la sustitucién:
J tg3x sec_%x dx = f(sec x)%(secx tg x dx) — f(sec x)_Tg(secx tg x dx)

2 3 1
=§sec2x+ 2sec 2x
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Ejemplo 2

Calcular [ sec3x dx
RESOLUCION:
Esta integral lo resolveremos por partes

fsecg’xdx: fsecxseczxdx

Tomando u =secx obtenemos que du =secxtgxdx Yy sitomando
dv = sec’xdx obtenemos v =tg x

Luego aplicando la integracion se tiene:

fsec3x dx = secxtgx — ftgzx sec xdx
=secxtg x —ftgzxsecxdx
=secxtgx — f(seczx—l)secxdx
=secxtgx — jsec3xdx+ fsecxdx

j sec3xdx = secxtgx — j sec3 xdx + In|secx + tg x|
Finalmente, al despejar la integral buscada obtenemos:

2 fsec3xdx=secxtgx + In|secx + tg x|

1 1
fsec3xdx =§secxtgx +§ln|secx+ tgx|+ C

Ejercicios propuestos 1.4

En los ejercicios que a continuacion se presentan encuentra las antiderivadas:

1. [ (2 — 3cos?2x) dx 11. [tan® x dx

2. [sen33xdx 12. [ cot® x dx

3. [cos®xdx 13. [tan?5x dx

4. [ cos®x+senx dx 14. [ tg°x sec 2 x dx

5. [sen3xsen5x dx 5. [ dx
(senZxcos? x)
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dx

[ sen (g) cos (2?95) dx 16. IW

[ sen (Zx - %) cos (Sx + %) dx 17, [

sen?x cos*x

o

~

2
8. [cosxcos?3xdx sen(x +7)
f—4dx

sen x cosx

18.

©

[ sen3(2x) cos” (2x) dx
19, [—2

10. [ cos x cos 2x cos 3x dx sen2x cos x

20. [ cscd x dx

3.2. INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA.
En esta parte, para resolver situaciones convertiremos las integrales dadas en
directas mediante una sustitucion trigonométrica. Generalmente se presenta en

forma de radicales con suma o diferencia de cuadrados, en tal caso recomendamos:
Si tenemos v/ a? — x? sustituir x = asent
Si tenemos \/ a? + x? sustituir x = atgt

Si tenemos \ x%2 — a? sustituir x = asect

Ejemplo 1
Calcular [ Y x
Resolucién:

haciendo x = 2sent obtenemos que dx = 2 cos tdt
Luego reemplazamos y operamos del siguiente modo:

f \/4—x2d _ J4—(2sent)? 2
x2 X = (2sent)?

f \/4 4—sen

costdt

2costdt

f\/4(1 sen’t) costdt

stdt

f \/ 4cost
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=f 2cost

> costdt
2sen“t

Cost
sen?t

=/

=[ cotg? tdt

costdt

=[ (csc?t — 1)dt
=[ cotgcsc?tdt — [ dt

=—cotgt —t+C

Ejemplo 2

x3dx

(x2+9)°/2

Calcular |

Resolucion:
Haciendo x = tgt obtenemos que dx = 3sec?t dt

Luego reemplazamos y resolvemos obteniendo:

3sec?tdt

f x3dx _ (3tgt)?
3, — 3
(x2+9) /2 ((3tgt)2+9) /2
_f 27tg3t3ser:2t
(/9tg2t+9)2+9)3
_ f 81tg3tsec2t
(3sect)3

i | f 81tg3tsec2t
] (27sec)3t

3
=38 s

sect

tgt tg®t
_ 3y Wt
sect

tgt(sec’t—1
gt( )ﬂ
sect

dt

=3

tgt sec?t
;g_______dt

=3[/

sect sect

= B[f sect tg tdt — [ sen tdt]

= 3[sect + cost]+C
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Por trigonometria y el cambio de variable tan(t) =§ obtenemos el siguiente

triangulo:

J_

Por tanto, sect=

3
y cost= Tiirs

Concluimos en lo siguiente:

x3dx _ wWx2+9 3
X (x2+9)3/2 =1 3 I\/x2+9] +C
3
EJEMPLO 3
Hallar [ Y22 g
X
Resolucion:

Haciendo x=4sect obtenemos dx = 4sect tg tdt

Luego reemplazando y resolviendo resulta:

2 — /
" leﬁdx= d y(@sect)?-16 4 coct tg tdt

(4se t)3

=[ JA6secto16  yooct tg tdt

" 43sec3t

_| f w/16(sec t— t tdt

" 42sec’t

2
f \/16tg t t tdt

42sec?t

_ 4tgt
f 42sec2t tg tdt

=[ L9 ot

_1 2—cos 2t
= =55t
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=%[f 1dt — [ cos 2tdt]

1 __sen 2t
i 2 1C

1 2sentcost
S~ _—+
ol ;. 1°C

De la misma manera por trigonometria y el cambio de variable sect =;—C obtenemos
el siguiente triangulo.

x2 —-16

N

. X -16 4
En consecuencia, t=arc sec 7 ,sen t=~—— ycost = -

Finalmente:
Vx2-1 1 2
f x3 6dx=—[t— sentcost]+c
X 8 2
1 Vx2-16
= -[arc sec ~ —¥—— Z]+C
8 4 X 4

En otros ejercicios de integrales, a veces es necesario completar cuadrado primero,
luego aplicar la férmula:

EJEMPLO 4

Determinar [ V5 — 4x — x2dx
Resolucion:

En esta situacién primero completaremos cuadrado, luego realizamos una simple
sustitucion algebraica y finalmente la sustitucién trigonométrica del siguiente modo:

V5 —4x —x%dx=[/5— (x2 +4x+4) + 4dx

=9 — (x + x)2dx
Seguidamente si hacemos u=x+2 entonces du=dx y la integral resultara asi:

V9 —u?du
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Aplicando la sustitucion trigopnométrica adecuada u=3sent resulta du=3cos tdt.
Luego reemplazando y siguiendo con las operaciones obtenemos:

fV9 —u?du=[+V9—9sen? t3costdt
= [3 cost3 cos tdt
=9 [ cos? tdt

=9f(1+c;)s2t)dt

= [ 1dt+9 [ cos 2 td]

_9[t 2sentcost

ol c

Haciendo el cambio de variable sen t= % se obtiene el siguiente triangulo:

t

V9 —u?

9—u?
3

Luego podemos decir que t=arc seng ycost=

Por tanto,

f\/9—u2du=§[t+sentcost]+C

V9-u?

3

= 3[ arc sen (§)+ g +C
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Finalmente, como u=x+2, al reemplazar y operar resulta:

V9 —uZ du =§[arc sen (§)+ wout o

= —[arc sen (—

EJERCICIOS PROPUESTOS 1.5

En los ejercicios que a continuacion se presenta encuentre las antiderivadas de:

9

x+2) (x+2)\/9 (x+2)2 J+C

dx

1. [ x%V9 — x2 dx 1, —
V (1+e?*
dx sec?xdx
2. ———) 12.
(1-x2)3/2 J(tg? x+4tg x+1
x2 d 13 sen x cos xdx
(1- x2)3/2) X " J(9+sen* x
xarctg xdx
14.
4, r_Xz)dx Lt
5 dx x edrctanx
" xVx2+49 15. (1+x2)3/2 dx
6 — 16. [ x% arc cos x dx
x3 ;2—9
J d
7. —— 17—
x*Vx2-1 x+/(1—4 in x—in2x
3 dx 8 x dx
"Vx2-2 T (1+x2)/(1-x*
9 x?%dx 19 x3dx
V4x—x2 T x*Tx242
dx xldx
10. L ot
J(x2+4x+13)3 20. x8"x%42
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CAPITULO IV
4.1. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES.

Si la funcion racional % es una fraccién propia, es decir, el grado del numerador

es menor que el grado del denominador, recomendamos usar el método de

fracciones parciales.

REGLA GENERAL.

Si % es una fraccion propia. entonces:

1. Podemos expresar en tantas fracciones parciales
como factores tenga el denominador q(x).

2. Cada uno de los denominadores de las fracciones
parciales es un factor de q(x).

3. El numerador de cada fraccién parcial sera un
polinomio con un grado menor a su denominador.

Se presentan varios casos, veamos:
CASO I. q(x) se descompone en factores lineales diferentes.

Ejemplo:

5x+3
x3-2x2-3x

Calcular. | dx

RESOLUCION:

Nétese que nos piden calcular la integral de una fraccion propia (el grado del
numerador es menor que el grado del denominador). Por lo que empezaremos
factorizando el denominador

5x+3 h 5x + 3 Al 5x +3
x3-2x2—3x x(x2-2x-2) x(x—3)(x+1)

Se puede observar que, al factorizar, el denominador quedé expresada en 3
factores lineales diferentes, entonces sus fracciones parciales quedaran
expresadas de la forma siguiente.

5x+3 A B C

x(x=3)(x+1) - X X-3 X+1
Seguidamente encontramos los valores A, BY C
Al multiplicar por x(x-3) (x+1) a cada uno de los términos resulta:

5x+3=A(x-3) (x+1) + Bx(x+1) + Cx(x-3)

Una forma segura y rapida es evaluar la ultima expresion en las raices de q(x) asi:
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Si x=0, se obtiene:
5(0) +3= A (0-3) (0+1) + B (0) (0+1) + C (0) (0-3)
3=-3A
A=-1

Si x=3, se obtiene:
5(3) +3 = A (3-3) (3+1) + B (3) (3+1) + C (3) (3-3)
18 =128
B=3/2
Si x = -1, se obtiene:
5(-1) +3= A (-1-3) (-1+1) + B (-1) (-1+1) + C (-1) (-1-3)
-2=4C
C=-1/2
Luego al integrar resulta:

=f 5x+3 dX=f(%+£+_1/2)dx

x3-2x2-3x x-3 x+1
A 3 1 | St (O
=/ (x dx + 2 J (x—3dx 2 =/ x+1dX
3 il
= -In |X|+; Inlx-3I- Py Inix+11+C

CASO Il. En q(x) hay factores lineales repetidos.
Ejemplo:

3x2-8x+13
Calcular [ D ?

Resolucion:

Como el denominador ya esta factorizado, entonces las fracciones parciales a
integrar seria de la forma:

3x2-8x+13 A B C
—— s =T ottt —
(x+3)(x—1) X+3  X-1 (x-1)

Al multiplicar por (x + 3)(x — 1)? se obtiene:
3x2-8x+13=4(x-1)? + Bx+3)(X— 1)+ C(x+ 3)

Ahora evaluamos para cada raiz:

Si x = -3, se obtiene:
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3(=3)2-8(—3)+13=4(-3-1)2 + B(-3+3)(X —1) + C(-3 +3)
64 = 16A
A=4
Si x =1, se obtiene:
3(1)2-8(1)+13=4((1)-1)? + B1+3)(1-1) +C(-3 +3)
8=4C
A=2

Al no disponer de otra raiz, evaluamos para otro valor de x y empleamos los
valores hallados:

S| X =0, resulta:

3(0)2-8(0)+13=4(0—-1)> +B(0+3)(0—1)+C(-3+3)

13=4- 3B+6
B=-1
Integrando
3x2-8x+13 -1 2
J a1z X T m-l__ (x—1)2

dx

—4f—dxf—dx+2

X+3 (x 1)2
= 4 Inlx+3l-Inlx-11-—= + C
x—1

CASO lll. g(x) hay factores cuadraticos irreducibles
Ejemplo 1

Hallar:

f 5x%+2 dx

x3-4x2+5x

RESOLUCION:

Factorizando el denominador las fracciones parciales para integrar tendria la forma
siguiente:
5x2+2 _ _ 5x%+2 _ A n B(2X-4)+C

X3~ 4x2+5x x(x2- 4x+5) x x2—4x+5
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Nétese que el polinomio de grado uno (numerador de la fraccion) con denominador
el factor cuadratico, se lo define con la derivada del denominador; por facilitar el
calculo de la derivada.

Al simplificar tenemos:

5x%+2 = A(x® — 4x + 5)+ [B(2x — 4) + C] (x)

Evaluando para x=0
5(0)%2 +2 = A((0)®> — 4(0) + 5) + [B(2(0) — 4) + C (0)
2=5A
A=2/5

Si hacemos X=2, anulamos el término que contiene a B y como ya se conoce el
valor de A

Se tiene:
5(2)2+2=A((12)>—4(12)+5)+[B(2(2) —4) + C (2)
22=§(1) +2C

C=54/5

Ahora evaluamos para x = 1 y usando lo valores de Ay C, se obtiene:
5(1)2+2=4((1)%*-4(1)+5)+[B(2(1)—4) +C (1)
7=42)+B(2)+7)
B =23/10

Ahora integrando resulta

23
/10(2x—4)+54/5

5x2+2 2/e =
————dx =] (= £)dx
f x3-4x2+5x f ( x T x2—4x+5 )
2 1 23 2x—4 54 1
== - — dx+— | ——
5 f x t 10 Y x2-4x+5 5 f x2—4x+5
2 23 54 1
=Jnixl + = Inlx? —4x + 5| + = dx
5 10 + 5 f x2—-4x+5

= Elnlxl + i—z Inlx? —4x + 5| + 5—54arctg (x-2)+C
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EJEMPLO 2

x3-1
Calcular [ =— dx
x2+x

RESOLUCION:

En este ejemplo se puede notar que la fraccién no es propia, el grado del

numerador y denominador es tres; por tanto, efectuaremos primero la divisién del

numerador entre el denominador:

x3-1 x+1

x3+x x3+x

Aplicando integral a ambos miembros tenemos:

f x3-1 dx=f (1- x+1)dx

x3+x x3+x

x+1
x3+x

=[1dx- [ dx

Donde la primera integral es directa y la segunda se resuelve por fracciones
parciales. Luego:

x+1 _ x+1 é+ B(2x)+C
WBx x(@2+1) O x x2+1

Al simplificar tenemos: x + 1 = A(x? + 1) + [B(2x) + C](1)

Evaluando para x = 0, resulta

0+1=A(0% +1) + [B(2(0) +

€)(0)
1=A(1)

Ahora para x=1 y usando el valor adquirido para A, se obtiene:
1+1=1(12+1) + [B2(1) + O)(1)
2=2+2B-C
2B+C=0

Evaluando para el valor de x=-1y usando el valor obtenido para A, resulta:

A+1=—1(-12 + 1) + [B2(-1) + €)(-1)
0=2+2B-C
2B-C=-2
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Ahora utilizamos ambos resultados y hallamos los valores de By C

{ 2B+C=0
2B-C=-2 4B = -2

Al sumar las dos ecuaciones miembros a miembro obtenemos el valor de B:| B =-1/2

Entonces

OTRO METODO para hallar los valores de A, B y C, que muchas veces resulta
mas ventajoso, es el método que sigue:

Si la expresion x + 1 = A(x? + 1) + [B(2x) + C](x) simplificamos hasta obtener un
polinomio

Reduciendo la ecuacidén en ambos miembros, se obtiene:
x+1=Ax%2+ A + 2Bx%? + Cx
X +1=(A+2B)x? + Cx+ A

0=A+2B
Luego, igualando las expresiones podemos decir que: 1=C
1=A
A=
Por tanto B=-1/2
CEe

Con estos valores obtenidos ahora podemos integrar:

x+1
x3+x

dx

3-1
Il i3+x dx=[1dx - [

(-5 @0 +1
x2+1

=[¢ J

=[f G dx; J

)dx

2x
x2+1

1
x2+1

dx | dx]

=x—[ln]x]| —%In|x2+1|+arctg(x)]+C
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Ejercicios propuestos 1.6

En nos ejercicios planteados encuentre las antiderivadas:

dx 4
1. fm 11. [ mdx
4x-2)dx 2
z f)g?’—xz)Zx Z'f (x-(l-zzy;(;g:;:-l)-Z)
> | e 13. | g d
2 2
" i 14.f ?(x?iﬁ;g
A _
s. | (2%3(524) 15. | xxl):();in
> fx:-Zx;ij:I & f x3—x y
7. fx;_% L2 fcoszsyf?—iosxx 6
& f (x2—4x+4‘;3(rx2—5x+6) 18. f seczstec3 tta‘f:t+1
(3;2+1)j();;-|1-22x+2) L f (2+cosx)senx
10. > +9xx3-l_—99xx = dx 20. J 1+.%/2+ ex/3+ex/6

4.2,

CASO I. Integrales de tipo [ R(sen x, cos x)dx

Utilizaremos la siguiente sustitucion tgzl =t de donde

Ejemplo

1

Calcular [ ————
1+sen x+cos x

Resolucion:

Reemplazando y simplificando resulta:

f 1

1+sen x+cos x

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE

]
—
Jury

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES TRIGONOMETRICAS

senx =

1+ tz
2
= Cosx== t2

1+

2t

_ dx =
1+t
2
dt)

1+—5
1+t2

2t 112 (1+t2
1+t2
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a 1 2
- f 1+t242t+1-t2 (1+t2 dt)

1+62
=f 2+22t2 dt
=] 2(12+t)
= [ —dt

=Inll1+¢t]| +C

=In|1+tg5l +C

CASO Il. Integrales donde se cumple que

J R(—sen x, —cos x)dx =/ R(sen x, cos x)dx

Usaremos la siguiente sustitucion tg x = t de donde 2

1
COS X =
N J(A+t2

Ejemplo.

Calcular = [

1+sen?x

SOLUCION:

Reemplazando y simplificando

[ —dx = ——(5)

1+sen?x 1+( t ) 1+t2

V1+t2

1 dt
= = ()

1+t2
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1 dt
= f 1+t24t2 (1+t2)

1+t2

= [ L dt

1+t2

1
= TS dt

\%arctg(\/Z_t)+C

= \/%arctg(\/Z_tgx)+C

Ejercicios propuestos 1.7

En los siguientes ejercicios calcular las antiderivadas:

f 2 sen x+cos x+5 sen x+tgx

f 3sen x +4cos x cot x+cscx

sin x+cos x—1

3f—dx

3senx —4cosx sin x+cos x+1

5. ) i
6. ——
7.J
8. J

sinx — 2cos x

4 sen’x
f 1tsen?x sin x+cos x+1
Reto:
Encuentra las antiderivadas de:
x—1 ar sen x

2
+3x —4x + 2

4 ax 43. f dx
<\/_

1. [

2.] = a4 [ X2,

x

3.fx3\/; + 9dx 4-5.fsen2x cos 2 xdx

4, f 3x” — Zx)ezxdx \/_

46.] — =
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Sf \3/sen 2x cos® 2xdx

dx

47.

14+ senx + cosx

2x — 6
6f i dx 48f (3x2 + 2x + 5)In xdx
x -1 + 1
2cosx 3x
7.) —a 49 [ 2,
9 — cos 2x o 41
8. f (x2 - 5x + 3)e_2xdx 50f 2(3362 + 5)xdx
* 3
e
9'f dx Sl.f dx
Ve +4e* +1 44

senh (\/;)
7 A— 2d

52f (6x2 + 4x + 3) arctgx

10. [ .
Vx
x+ 1 4
11. [ al g [t~
(x* + 4x + 5)(x — 1) - As
m 2cos x — senx
12, [ ¥=, 54. | ax
x 3senx + cosx
13.fsen22xcosxdx 55f cos\ xdx
14 f cos x 56f X
. N ——dx dx
(\ cos 2x X -1
15f cos 3x 7xdx 57f ¥yt dx
J3 + 4x
2 x—1
3x —5x+ 4
16. [ i 58. [ ——dx
(x - Z)Z((x2 + 2x + 3) X+ Ax
senx 3 2
17f dx 59 f 52" —3x +2x -1
2 . dx
cosx(cos"x + 1) 4 x?
m Inx
18. [ ix 60. ] ——u
x X+ 4xIn"x
3 2 (—xz 3
19fx x“ 4+ 9dx 61f V96)dx
7x + 3
ZOf de 62f dx
(x - 3) x? + 2x+2)(x— 1)
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3

2x + 3

Vixa + Vo)

X -
21 ——oa 63.] =
x +25
2x
22.J ax 64.] ——
. dx
x +4x + 5) ex+1
23.fxzarctgxdx 65 1+ dx
1+ x?
V1—4x? xz
dx 66. [ dx
1 — x?
2
25. | e senxd X —2x
fe sen xdx 67f dx
X+ 1
1 —senx 2,3/2
26. [ ——u g [LoF*)
COS X ) .
er 3cosx —4senx
27. [ dx 69. | dx
o2/ o2 4 4 senx + cosx + 1
In x 3tgx — cos’x
2 f_dx 70f g dx
\/; COS X
1
Zg.fx 2x + 1dx 71.f—dx
x(3+lnx)
30. [ #e 78] -
xS — x
1 2x — 5
31. | ———ux 73 dx
fx,/lan f3x2+6x+9
2x — 1 x—1
32.f dx 74. | dx
x +2x — 3x x> + 4x
33 fx +3X —5x’ —4x + 7 75.f2xarcsenxdx
dx
X +X2 —5x+ 3
dx dx
4. | 76. |

\V sen x cos3x
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2
x —2

dx

35.f
3x+1

cos xdx

77.

\/1 + sen x cos’x

36f (3x = l)cos 2xdx

cos x dx

78. [

\/1 + sen x cos*x

37. f In(2x + 3)dx

79 f 1+ \/;dx

senx + 2 cosx

2x + 3 dx
—dx 80.
38.fx2—3x+2d f(x+1)(x2+2x+2)
X -1 e* +3¢™
39-f mdx 81.f ﬁdx
4.0f ﬂ 82.fsin2xcos3xcos2xdx
X + cosx
2x + 3 x
— i 83. x
4-:foz—?,xz+2d fx+§/;d
4-2f sen xdx 84-f

(sinx + cos x) 2
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