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RESUMEN

En este texto aborda uno de los temas mas apasionantes de las matematicas: la
construccion de los numeros reales. En él se analizan aspectos clave como su
definicion, propiedadesy los métodos historicos que influyeron en su desarrollo hasta
la actualidad. El objetivo principal de este trabajo es profundizar en la comprensiéon de
los numeros reales, examinando su construccion histérica y sus aplicaciones en

distintos campos del conocimiento humano.

Desde la introduccion se contextualiza el tema que es el eje fundamental que justifica
la relevancia de estudiar concienzudamente la construccion de los nUmeros reales en
el ambito académico y cientifico para su mejor comprensién de sus implicaciones
futuras. También se presentan los objetivos especificos de este texto, que buscan
analizar aquellos conocimientos tedricos y métodos historicos utilizados para hacer

su construccion.

En la seccion de los Fundamentos Teodricos, se proporciona la definicion precisa de
los nUmeros reales destacando sus propiedades y caracteristicas distintivas. Ademas,
se subraya su importancia como extension de los conjuntos numéricos previos,
consolidandolos como un pilar fundamental para las matematicas y otras disciplinas

cientificas.

La Construccion Histérica de los Numeros Reales se estudia en detalle en el capitulo
dedicado. Se revisa paulatinamente los distintos métodos usados a lo largo del tiempo
para que se establezcan los numeros reales, destacando los métodos de Dedekind y
el de Cauchy. Este andlisis histérico proporciona la visién panoramica adecuada sobre

el desarrollo de este concepto matematico crucial.

El capitulo de los Métodos de Construccion de los Numeros Reales profundiza en los
procesos de construccion, explicando con todo detalle el método de Dedekind y el
método de Cauchy, los cuales tienen una mayor relevancia histérica en sus formulas

y demostraciones.
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En cuanto a las aplicaciones, en la vida real, de los numeros reales son explorados
en otro capitulo, donde se detallan sus diversos usos dentro de las matematicas y en
otras disciplinas como la fisica, la ingenieria y la economia. Se resalta su papel

esencial en la modelizacion y resolucidén de problemas del mundo actual.

Finalmente, en las conclusiones, se recapitulan los hallazgos mas relevantes para el
estudio, resaltando la importancia de los numeros reales como una herramienta
esencial para el desarrollo cientifico y tecnolégico. Ademas, se presentan reflexiones
finales sobre el impacto de la construccion de los numeros reales en la investigacion

y la sociedad.

En resumen, este trabajo ofrece una comprensién amplia sobre la construccién de los
numeros reales, abarcando desde sus fundamentos tedricos hasta sus aplicaciones
practicas. Los numeros reales han sido un objeto de estudio fascinante y desafiante
a lo largo de la historia de las matematicas, y su construccién ha dejado un legado
duradero en el mundo cientifico que continia cada dia evolucionando con los nuevos

descubrimientos vy teorias.

Palabras clave: numeros reales, construccion, método de Dedekind, método de

Cauchy, aplicaciones, matematicas.
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INTRODUCCION

La construccion de los numeros reales es un tema de gran relevancia tanto en el
ambito de las matematicas como en otras disciplinas cientificas. Los numeros reales,
concebidos como una extension de los conjuntos numéricos que incluyen los nimeros
naturales, enteros racionales e irracionales, desempenan un papel fundamental en la
resolucién de problemas complejos y en el modelo preciso de los fendbmenos en el
mundo real. La comprension de como se han construido los numeros reales alo largo
de la historia es esencial para una solida formacién como docente de matematicas y
para las aplicaciones practicas en diversas disciplinas del conocimiento humano.
Actualmente, el estudio de la construccion de los numeros reales a partir de otros
conjuntos numeéricos de base sigue siendo el objeto de interés y debate en la
comunidad académica tanto en matematicas como en pedagogia. Este hecho resalta
su continua importancia en el desarrollo consistente de las matematicas y de
disciplinas afines.

El propdsito principal de esta monografia es explorar en profundidad la construccion
de los nimeros reales, abordando desde sus fundamentos tedricos hasta sus

aplicaciones en diversas areas del conocimiento humano.

e Contexto y justificacion del tema
El contexto y la justificacion del estudio sobre la construccion de los numeros

reales se fundamenta en su papel como una extensién de los conjuntos numeéricos
previamente definidos, asi como en su relevancia para la resolucion de problemas
matematicos y cientificos. A lo largo de la historia, matematicos como Richard
Dedekind y Augustin-Louis Cauchy han presentado métodos fundamentales para
establecer de forma rigurosa el conjunto de los numeros reales. La comprension
de su construccidn historica y tedrica resulta esencial para apreciar su importancia
en el desarrollo de la matematica y en su aplicacion en diversas areas de la

ciencia.
e Objetivos
Los objetivos especificos de este texto son:

1. Analizar los fundamentos tedéricos de los niumeros reales, incluyendo sus

propiedades y caracteristicas distintivas.
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2. Investigar los métodos histéricos utilizados en la construcciéon de los
numeros reales, como el método de Dedekind y el método de Cauchy.

3. Explorar las diversas aplicaciones de los numeros reales en matematicas y
otras disciplinas cientificas, resaltando su relevancia en la resoluciéon de

problemas reales.

Metodologia utilizada
Este texto se fundamenta en una investigacion bibliografica exhaustiva. Para ello,

se han consultado diversas fuentes académicas, como libros, articulos de revistas
cientificas y recursos en linea, para recopilar informacién relevante sobre la
construccion de los numeros reales y sus aplicaciones.

En resumen, este texto se enfocara en proporcionar una vision integral de la
construccion de los numeros reales, desde sus fundamentos tedricos hasta sus

aplicaciones en distintas areas del conocimiento.

Fundamento
En esta seccidon, se abordara los fundamentos tedricos relacionados con la

construccion de los numeros reales. Los numeros reales son un conjunto numérico
que engloba tanto a los nUmeros racionales como a los nimeros irracionales y su

estudio es fundamental para diversas areas de las matematicas y otras disciplinas.
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CAPITULOI

DEFINICION DE LOS NUMEROS REALES

La definicién de los niumeros reales es esencial para comprender su naturaleza y su
papel en las matematicas. Los numeros reales son aquellos nimeros que pueden
representarse en la recta numérica y que incluyen a los numeros enteros,
fraccionarios y decimales, asi como a los nimeros irracionales, como T (pi) y V2 (raiz
cuadrada de 2). Su representacion en la recta numérica permite visualizar la totalidad
de los numeros y establecer relaciones de orden entre ellos. Esta definicion
proporciona una base solida para el estudio y la manipulacion de los niumeros reales

en diversas operaciones matematicas y aplicaciones practicas.
Figura 1

Representacion de un numero irracional en la recta real utilizando el teorema de

Pitagoras.

|
B =(1,0) |D

La exploracién de la construccidn de los numeros naturales se sumerge en las raices
de antiguas civilizaciones, como la babildénica, que ingeniosamente utilizaban
sistemas de numeracion para representar valores aproximados de numeros reales.

Sin embargo, es en la matematica griega donde encontramos los primeros cimientos
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de una teoria rigurosa de los numeros reales, enfocada en proporciones y razones

inconmensurables.

En el desarrollo de la matematica en el siglo XIX, surgio la necesidad de dotar de una
formulacion matematica precisa a la nocion de continuidad y completitud de los
numeros reales, elevandolos asi al estatus de objetos matematicos dignos de estudio.
En la actualidad, existen diversas formas de presentar este conjunto mediante
axiomas que lo caracterizan de manera rigurosa. Una de las caracterizaciones mas
comunes se basa en tres propiedades fundamentales que definen el conjunto (K,
+, %, )

El concepto de que el conjunto de numeros reales (K, +, *, <) es un cuerpo se debe a
diversos matematicos que contribuyeron al desarrollo y formalizacion de las
propiedades fundamentales que lo caracterizan. Entre ellos, se destacan los trabajos
de Richard Dedekind y Augustin-Louis Cauchy.

Richard Dedekind, en su trabajo "Stetigkeit und irrationale Zahlen" (Continuidad y
numeros irracionales) publicado en 1872, formuld la definicion axiomatica de los
numeros reales y establecié las propiedades fundamentales que aseguran que el
conjunto es un cuerpo. Dedekind introdujo la nocién de corte de los numeros
racionales para definir los numeros reales, lo que permitié establecer las propiedades
de orden, las operaciones de suma y multiplicacién.

Augustin-Louis Cauchy, por otro lado, contribuyd al desarrollo de la teoria de
sucesiones y limites en matematicas. Sus trabajos sobre sucesiones de numeros
racionales y su relaciéon con los numeros reales fueron fundamentales para demostrar

las propiedades de completitud y coherencia del conjunto de los niumeros reales.

11. Propiedades de los numeros reales
Las propiedades que caracterizan al conjunto de numeros reales como un

cuerpo son:

A. Propiedad de Asociatividad:
Suma: (a+b)+c=a+ (b+c)

Multiplicacién: (a*b)*c=a* (b *c)

B. Propiedad de Conmutatividad:
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Suma:a+b=b+a

Multiplicaciéon: a*b=b *a

C. Propiedad de Distributividad:
a*(b+c)=a*b+a*c
D. Elementos Neutros:
Suma: Existe un elemento neutro, denotado como 0, tal que a+ 0 = a para
cualquier a en el conjunto de numeros reales.
Multiplicacion: Existe un elemento neutro, denotado como 1, tal que a * 1

= a para cualquier a en el conjunto de numeros reales.

E. Elementos Opuestos:
Existe un elemento opuesto, denotado como -a, tal que a + (-a) = 0 para

cualquier a en el conjunto de numeros reales.

Estas propiedades aseguran que el conjunto de numeros reales cumple con una
estructura algebraica sodlida, lo que es esencial para realizar operaciones
matematicas de manera consistente y establecer relaciones de orden entre los
elementos del conjunto. Ademas, estas propiedades son fundamentales en
diversas areas de las matematicas y en aplicaciones practicas.

A continuacién, se presentan las férmulas y demostraciones que complementan
los conceptos sobre el conjunto de los nUmeros reales y su estructura algebraica

COMmMO un cuerpo:

Férmula de la Propiedad de Distributividad

Para todo a, b y ¢ en el conjunto de numeros reales (K), la propiedad
distributiva se expresa mediante la formula:
a*(b+c)=a*b+a*c
= Demostracion de la Propiedad de Distributividad:
Para demostrar esta propiedad, consideremos a, b y c como elementos
arbitrarios en el conjunto de numeros reales (K). Utilizaremos la
definicion de las operaciones de suma y multiplicaciéon en K:
a*(b+c)=a*b+a*c

Aplicamos la propiedad distributiva a la izquierda de la ecuacién:
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1.2.

(@*b)+(@a*c)=a*b+a*c
La propiedad de identidad para la suma implicaque (a*b)+(a*c)=a
*b+a*c,yporlotanto, la propiedad de distributividad se cumple en el

conjunto de los numeros reales (K).

Formula del Elemento Neutro para la Multiplicacion:
En el conjunto de los numeros reales (K), el elemento neutro para la
multiplicacion esta representado por el numero 1. Para cualquier numero
real a en K, la férmula que define el elemento neutro es:
a*1=a
e Demostracion del elemento neutro para la multiplicacion:
Consideremos a un numero real arbitrario a en el conjunto de los
numeros reales (K). Usando la definicion de la operacién de
multiplicacion en K:
a*1=a

Aplicamos la propiedad de identidad para la multiplicacion, lo que implica
que el producto de cualquier numero real a por el elemento neutro 1 es
igual a “a@”. Por lo tanto, el elemento neutro para la multiplicacion se

cumple en el conjunto de los numeros reales (K).

Estas formulas y demostraciones adicionales refuerzan la estructura algebraica
del conjunto de los numeros reales y su caracterizaciéon como un cuerpo, lo que
permite realizar operaciones matematicas de manera coherente y establecer
propiedades fundamentales que son aplicables en diversos campos de las

matematicas y en otras disciplinas cientfficas.

Orden en el conjunto de los numeros reales

El conjunto de los numeros reales (K) junto con el orden < establece una
estructura matematica conocida como un conjunto totalmente ordenado. Esta
estructura implica que los nUmeros reales se alinean en una linea logica y
ordenada, cumpliendo con una relacién de orden que es reflexiva, antisimétrica
y transitiva. Ademas, este orden se conjuga armoniosamente con las
operaciones de suma y multiplicacion, lo que implica que si a < b, entonces a +

csb+cysiasbyc=0, entonces ac < bc.
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Para comprender mejor esta estructura matematica, es fundamental examinar

las propiedades y demostraciones que sustentan estas afirmaciones.

Propiedades y demostraciones del conjunto totalmente ordenado:

A. Propiedad de Reflexividad:
Para todo numero real a en K, se cumple que a < a. Es decir, cada numero
real es menor o igual que si mismo.
Demostracion de la Propiedad de Reflexividad:
Para demostrar la propiedad de reflexividad, tomemos un numero real
arbitrario a en K. Segun la definicion de orden < en K, tenemos que a < a,
lo que cumple con la propiedad de reflexividad.
Reflexividad: Para todo numero real a € K, se cumple que a < a.
La reflexividad es una propiedad inherente a la relacion de orden en los

numeros reales, ya que cualquier numero es igual a si mismo.

B. Propiedad de Antisimetria:
Sia<byb<a,entonces a = b. Esta propiedad implica que, si dos numeros
reales son comparables en términos de su orden, entonces son iguales.
Demostraciéon de la Propiedad de Antisimetria:
Supongamos que a < by b < a para dos numeros reales ay ben K. Sia <
b, entonces por la propiedad de reflexividad a < a, y por transitividad a < b.
De manera similar, si b < a, entonces b < b por reflexividad y b < a por
transitividad. Dado que ambos casos implican que a < b y b < a, por la
Propiedad de Antisimetria se concluye que

a=bh.

Otra forma: Sidos numeros reales a, b € K, ya < by b <a, entonces
a=b.
Supongamos que a < by b < a. Segun estas relaciones de orden, tenemos
a+(-b)<0yb + (—a) 0. Sumando ambas desigualdades, obtenemos a
+ (-b)+ b+ (-a) <0 +0, lo cual simplifica a 0 <0. Esta ultima desigualdad

siempre se cumple, y porlo tanto, se concluye que a = b.
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C. Propiedad de Transitividad:
Sias<byb<=c entonces a < c. Esto significa que, si dos nUmeros reales

estan relacionados en términos de su orden, entonces el primero también

esta relacionado con el ultimo.

Demostracion de la Propiedad de Transitividad:
Supongamos que a < by b < c para tres numeros reales a,by cen K. Sia
<by b <c, portransitividad tenemos que a < ¢, cumpliendo asi la Propiedad

de Transitividad.

Otra forma: Si tres numeros reales a, b, ¢ € K, ya<byb<=<c,
entonces a <c.

Supongamos que a < b y b < c. Entonces, por la propiedad de la suma de
desigualdades, tenemos a + (b + (=b)) < b + (b + (-b)). Al simplificar,
obtenemos a + 0 < b + 0, lo cual resulta en a < b. Como también se cumple
que b < ¢, aplicando la misma propiedad de suma de desigualdades,
tenemos b + (¢ + (-c)) < ¢ + (c + (—¢)). Al simplificar, obtenemos b+ 0< ¢
+ 0, lo cual resuta en b < c¢. Finalmente, combinando ambas

desigualdades, tenemos a < b < ¢, lo que implica que a <c.

En conclusion: El conjunto K, conformado por los niumeros reales, posee una
estructura algebraica y un orden total que se complementan armoniosamente.
Esta propiedad de conjunto totalmente ordenado asegura que los numeros
reales se alinean en una linea logica y ordenada, estableciendo relaciones de
orden reflexivas, antisimétricas y transitivas. Estas propiedades fundamentales
son esenciales para el desarrollo de la matematica y su aplicacion en diversas
areas del conocimiento, garantizando una manipulaciéon consistente y
coherente de los numeros reales en operaciones matematicas y problemas del

mundo real.
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1.3.

Presentacion de los numeros reales

En el siglo XIX, se levantd la necesidad de darles forma matematica a la
continuidad y completitud de los numeros reales, transformandolos en objetos
matematicos de estudio. Actualmente, existen distintas formas de presentar

este conjunto mediante axiomas.

La caracterizacion mas comun reposa en tres propiedades fundamentales:

A. Conjunto K es un conjunto completo
El conjunto K es completo, cumpliendo con el mistico axioma del supremo,
que asegura que todo conjunto no vacio y acotado superiormente en los

numeros reales tiene un supremo, el limite superior mas alto.

a. Propiedad del Axioma del Supremo:
Para un conjunto A en los numeros reales, si A # @ y A tiene cota
superior, entonces existe el supremo de A, denotado como sup(4). El
supremo de A es el numero real mas pequefio que es mayor o igual a

todos los elementos de A.

b. Formula del Supremo:
El supremo de un conjunto A se define como:

sup(A) = x :a < x, para todo a € A.

c. Demostracion del Axioma del Supremo:
Para demostrar que el conjunto A tiene un supremo, se debe considerar
la propiedad de completitud de los numeros reales. Si A es acotado
superiormente, entonces existe un numero real M tal que a < M, para
todo a € A.
Definimos el conjunto B como los niUmeros reales mayores o iguales que
cada elemento de A:

B={x:x2a, paratodo a € A}
El conjunto B es no vacio y acotado inferiormente por cada elemento de

A, ya que si a € A, entonces a es una cota inferior de B.
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1.4.

Dado que el conjunto B es no vacio y acotado inferiormente, segun el
axioma de completitud, existe el infimo de B, denotado como inf(B).
Para demostrar que inf(B) es el supremo de A, debemos mostrar dos
propiedades:

inf(B) es una cota superior de A: Sia € A, entonces a es un elemento
de B, y por lo tanto, a < inf(B).

inf(B) es el menor de todas las cotas superiores de A: Sib es una cota

superior de A, entonces b es un elemento de B, y por lo tanto, b 2 inf(B).

Dado que inf(B) cumple ambas propiedades, se concluye que es el

supremo de A4, es decir, inf(B) = sup(A).

En conclusion, el axioma del supremo asegura que el conjunto K, conformado
por los numeros reales, es completo y cumple con la propiedad de tener un
supremo para todo conjunto no vacio y acotado superiormente. Esta propiedad
es esencial en el estudio y la aplicacion de los numeros reales en diversas
areas de las matematicas y otras disciplinas, garantizando la existencia de
limites superiores y permitiendo el analisis y resolucion de problemas
complejos. Los matematicos Augustin-Louis Cauchy y Richard Dedekind, entre
otros, contribuyeron significativamente a la construccion y la comprension
profunda de los numeros reales, sentando las bases para su estudio y

aplicaciones en la actualidad.

Palabras clave: numeros reales, construccion, axioma del supremo, propiedad

de completitud, limite superior.

La Categoricidad

Estas tres propiedades fundamentales definen el concepto de cuerpo
totalmente ordenado. Aunque en teoria podrian existir otros conjuntos que
satisfagan estas condiciones y sean diferentes a los numeros reales, el
teorema de la Categoricidad sugiere que, de existir, ambas estructuras serian

esencialmente las mismas.

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE pag. 19



Teorema de la Categoricidad y construccion de los numeros reales

El Teorema de la Categoricidad es un resultado importante en la teoria de
conjuntos que se relaciona con la construccion de los numeros reales. Este
teorema establece que, en el conjunto de los numeros reales, existe una unica
estructura algebraica que satisface ciertas propiedades, lo que implica que
cualquier otro conjunto que cumpla estas mismas propiedades es isomorfo al

conjunto de los numeros reales.

A. Propiedades Fundamentales del Teorema de la Categoricidad:

a. Orden Total: El conjunto de los numeros reales (K, <) es un conjunto
totalmente ordenado. Esto significa que todos los elementos del
conjunto se pueden comparar entre si, cumpliendo una relacion de

orden que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

b. Cuerpo Ordenado Completo: El conjunto de los numeros reales es un
cuerpo ordenado completo, lo que implica que satisface las propiedades
algebraicas de suma y multiplicacion, y ademas, cualquier subconjunto
no vacio acotado superiormente tiene un supremo, el limite superior mas

alto.

c. Arquimediano: El conjunto de los nUmeros reales es arquimediano, es
decir, no existe un numero real que sea infinitamente mayor que otro

ndimero real.

B. Construccién de los numeros reales y categoricidad:
El Teorema de la Categoricidad se relaciona con la construccion de los
numeros reales porque asegura que cualquier otro conjunto que cumpla
con las propiedades fundamentales antes mencionadas es esencialmente
unico e isomorfo al conjunto de los numeros reales. Esto significa que la
estructura algebraica de los numeros reales es determinada de manera
unica por estas propiedades, lo que garantiza su coherencia y consistencia

matematica.
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C. Demostracion de la categoricidad:
La demostracién del Teorema de la Categoricidad se basa en argumentos
l6gicos y algebraicos avanzados, y su formulacién matematica precisa
excede los limites de esta monografia. Sin embargo, la idea central de la
demostracion es establecer que cualquier otro conjunto que satisfaga las
propiedades fundamentales, en esencia, es una réplica del conjunto de los
numeros reales y se comporta de manera idéntica en términos de la

estructura algebraica.

En conclusion, el Teorema de la Categoricidad es un importante resultado
matematico que afirma la unicidad de la construccidn de los numeros reales en
el contexto de ciertas propiedades fundamentales, como el orden total, la
estructura de cuerpo ordenado completo y la arquimedianidad. Este teorema
garantiza que cualquier otro conjunto que cumpla con estas propiedades es
esencialmente igual al conjunto de los numeros reales en términos de la
estructura algebraica y el comportamiento numeérico. La demostracion del
Teorema de la Categoricidad es un logro significativo en la teoria de conjuntos y
ha contribuido a reforzar la coherencia y consistencia de los nimeros reales
como un conjunto matematico esencial en la resolucion de problemas en

diversas areas del conocimiento.

Palabras clave: Teorema de la Categoricidad, numeros reales, unicidad,
estructura algebraica.

Asi pues, nos sumergimos en el conjunto de los numeros reales, simbolizado
por el enigmatico simbolo R. Y ahi no termina nuestro viaje de descubrimiento,
pues nos encontramos con dos notables construcciones matematicas: la
creatividad de Cantor y la invencién de Dedekind.

El ilustre matematico Georg Cantor nos asombra con sus "sucesiones de
Cauchy", donde cada numero real es una melodia que progresivamente se
acerca a su identidad mediante sucesiones de numeros racionales.

Por otro lado, Richard Dedekind nos revela sus "cortaduras", como delicados
tijeretazos que dividen el conjunto de numeros racionales en dos partes, dando

lugar a un numero real como el supremo de una de ellas.
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Estas ingeniosas construcciones ofrecieron la base formal para una teoria
rigurosa de los numeros reales. Al sumergirnos en estas maravillas, descubrimos
tesoros ocultos de conceptos matematicos menos evidentes, como la
convergencia misteriosa, los limites infinitos y la densidad sutil, que se
encuentran delicadamente entrelazados en el enigmatico axioma de

completitud.
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1.5.

Propiedades y caracteristicas de los numeros reales

Los numeros reales poseen propiedades y caracteristicas que los hacen
fundamentales en el desarrollo de la matematica y en su aplicacion en otras
areas. Algunas de las principales propiedades incluyen la cerradura bajo las
operaciones de suma y multiplicacion, lo que significa que la suma o
multiplicacion de dos numeros reales también es un numero real. Ademas, los
numeros reales tienen propiedades de inverso aditivo y multiplicativo, lo que
implica que para cada numero real "a", existe un numero real "-a" que cumple
con la propiedad "a + (-a) = 0" y un numero real "1/a" que cumple con la
propiedad "a * (1/a) = 1", siempre que "a" sea diferente de cero. Asimismo, los
numeros reales cumplen con la propiedad de densidad, lo que significa que
entre cualquier par de numeros reales siempre existe otro numero real. Esta
propiedad es fundamental en la resolucion de problemas y la aproximacioén de
valores en la matematica y en aplicaciones practicas.

A continuacion, se presentaran las principales propiedades y caracteristicas de
los numeros reales, junto con sus demostraciones y los nombres de los

matematicos que contribuyeron a su estudio.

A. Propiedad de Cerradura bajo las operaciones de suma y multiplicacion
La propiedad de cerradura es una caracteristica fundamental de los numeros
reales, que indica que la suma o multiplicacion de dos numeros reales

siempre da como resultado otro numero real.

a. Propiedad de Cerradura bajo la Suma:
Para todo niumero real a, b € R, susuma a + b € R.
Demostracion:
La demostracion de la propiedad de cerradura bajo la suma es sencilla.
Dado que a y b son nUmeros reales, su suma es simplemente la adicion
de dos cantidades reales, lo cual siempre resulta en un numero real. Por
lo tanto, la propiedad de cerradura bajo la suma se cumple para los

numeros reales.

b. Propiedad de Cerradura bajo la Multiplicacion:

Para todo numero real a, b € R, su producto a * b € R.
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Demostracion:

Al igual que en la propiedad de cerradura bajo la suma, la demostracion
de la propiedad de cerradura bajo la multiplicacién es directa. Dado que
a 'y b son numeros reales, su producto es simplemente la multiplicacion
de dos cantidades reales, lo cual siempre resulta en un nimero real. Por
lo tanto, la propiedad de cerradura bajo la multiplicacién se cumple para

los nimeros reales.

B. Propiedades de Inverso Aditivo y Multiplicativo
Los numeros reales poseen propiedades de inverso aditivo y multiplicativo,
lo que implica que para cada numero real a, existe un numero real "-a" que
cumple con la propiedad "a + (-a) = 0" y un numero real "1/a" que cumple

con la propiedad "a * (1/a) = 1", siempre que "a" sea diferente de cero.

a. Propiedad de Inverso Aditivo:

Paratodo numero real a € R, existe un numero real "-a" tal que a
+ (-a) = 0.

Demostracion:

La demostracion de la propiedad de inverso aditivo se realiza mediante
el concepto de aditivo inverso. Dado que la suma de un numero real con
su aditivo inverso es igual a cero, podemos afirmar que "-a" es el aditivo
inverso de a, ya que a + (-a) = 0. Por lo tanto, la propiedad de inverso

aditivo se cumple para los niumeros reales.

b. Propiedad de Inverso Multiplicativo:

Para todo numero real no nulo a € R, existe un numero real "1/a" tal que
a*(1/a) =1.

Demostracion:

La demostracion de la propiedad de inverso multiplicativo se basa en el
concepto de multiplicativo inverso. Dado que el producto de un numero
real con su multiplicativo inverso es igual a uno, podemos afirmar que
"1/a" es el multiplicativo inverso de a, ya que a * (1/a) = 1. Por lo tanto,
la propiedad de inverso multiplicativo se cumple para los numeros reales

diferentes de cero.
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C. Propiedad de Densidad

Los numeros reales cumplen con la propiedad de densidad, lo que significa

que entre cualquier par de numeros reales siempre existe otro nimero real.

a. Propiedad de Densidad:
Para todo nUmero real a, b € R, donde a < b, existe un nUmero real c €

Rtal que a <c<bhb.

Demostracion:

La demostracion de la propiedad de densidad se realiza considerando
que entre dos numeros reales distintos siempre hay infinitos nimeros
reales. Dado que a < b, podemos tomar un numero real "c" que esté
entre ambos, y esto es posible debido a que existe una infinidad de
numeros reales entre cualquier par de numeros reales distintos. Por lo
tanto, la propiedad de densidad se cumple para los numeros reales.

En conclusion, las propiedades y caracteristicas de los numeros reales
presentadas en este apartado refuerzan su importancia como un
conjunto numérico esencial en la matematica y otras areas del
conocimiento. La cerradura bajo las operaciones de suma vy
multiplicacion garantiza que el resultado de operar con nUmeros reales
también es un numero real. Las propiedades de inverso aditivo y
multiplicativo aseguran la existencia de aditivos inversos y multiplicativos
inversos para cada numero real, lo que contribuye a la coherencia y
estabilidad de las operaciones algebraicas. Por ultimo, la propiedad de
densidad asegura que entre cualquier par de numeros reales siempre
hay otros numeros reales, facilitando la aproximacion y resolucion de

problemas matematicos y aplicaciones practicas.

Palabras clave: numeros reales, propiedades, caracteristicas,

cerradura, inverso aditivo, inverso multiplicativo, densidad.
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CAPITULOII

CONSTRUCCION HISTORICA DE LOS NUMEROS REALES

Con el objetivo de explorar las bases historicas que fundamentan la teoria para la
definicion de numeros reales, un concepto fundamental en la sdlida construccion del
conocimiento matematico y de gran relevancia para aquellos que se dedican a la
ensefianza de las matematicas, se han revisado los trabajos de diversos autores que
se remontan a los matematicos griegos de la antigledad. Estos matematicos sentaron
las bases tedricas para que sus sucesores, en el siglo XIX, pudieran construir la
definicion del conjunto de los numeros reales.

El concepto de numero ha estado presente desde tiempos muy remotos en la historia
de la humanidad. Se han encontrado indicios de que el hombre primitivo ya tenia una
nocién rudimentaria de los numeros, como lo sugiere el descubrimiento de un hueso
con marcas de conteo que data aproximadamente del afio 20.000 a.C., realizado por
el belga Jean de Heinzelin de Braucourt en 1960.

A lo largo del tiempo, los numeros adquirieron un papel fundamental en la vida de las
personas, especialmente en el intercambio de productos y bienes. Durante la época
de los griegos, el concepto de numero adquirié una importancia significativa en el
desarrollo de su cultura, especialmente en el campo de la geometria. La teoria de las
proporciones de Pitagoras se convirtio en un esquema fundamental para establecer

relaciones entre magnitudes y sent6 las bases para futuros desarrollos matematicos.

2.1. Conceptos matematicos importantes en la historia de la matematica
A continuacion, se explora y describe los conceptos matematicos mas

importantes a lo largo de la historia que dieron lugar a la construccion de los

numeros reales.

A. Las magnitudes conmensurables e inconmensurables: Las magnitudes
conmensurables e inconmensurables han sido objeto de estudio en las
matematicas desde la antiguedad. Estos conceptos juegan un papel
fundamental en la teoria de numeros y la geometria, y han llevado a

importantes avances en el desarrollo de la matematica pura y aplicada. En
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esta monografia, se explorara en profundidad la diferencia entre
magnitudes conmensurables e inconmensurables, se analizaran sus
propiedades y se presentaran demostraciones de resultados relevantes.
Ademas, se rastreara la evolucion histérica de estos conceptos y se
revisaran las contribuciones de destacados matematicos que han

enriquecido el campo de estudio.

Figura 2

Conmensurabilidad entre segmentos
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a. Definicién de Magnitudes Conmensurables e Inconmensurables
Las magnitudes conmensurables son aquellas que pueden ser
expresadas como una relacion de numeros enteros. Es decir, dos
magnitudes son conmensurables si existe un numero entero que las
relaciona de manera exacta. Esta relacion se expresa mediante una
fraccion comun, y los numeros enteros en la fraccidn representan las

medidas de las magnitudes conmensurables en unidades equivalentes.
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Por otro lado, las magnitudes inconmensurables son aquellas que no
pueden ser expresadas como una relaciéon de numeros enteros. En otras
palabras, no existe un numero entero que relacione exactamente estas

magnitudes, y no pueden ser expresadas mediante una fraccion comun.

b. Propiedades de las Magnitudes Conmensurables e Inconmensurables

b.1. Magnitudes Conmensurables
Las magnitudes conmensurables presentan las siguientes
propiedades:

e Propiedad de Proporcionalidad: Si dos magnitudes son
conmensurables, entonces pueden ser comparadas mediante una
relacion de proporcionalidad, representada por una fraccién comun.

e Propiedad de Multiplicacion: La multiplicacion de magnitudes
conmensurables da como resultado una magnitud conmensurable.

e Propiedad de Adicion: La suma de magnitudes conmensurables da

como resultado una magnitud conmensurable.

b.2. Magnitudes Inconmensurables
Las magnitudes inconmensurables presentan las siguientes
propiedades:

e Propiedad de Inproporcionalidad: Las magnitudes
inconmensurables no pueden ser comparadas mediante una relacion
de proporcionalidad exacta, y no pueden ser expresadas mediante
una fraccion comun.

e Propiedad de Irreductibilidad: Las magnitudes inconmensurables
son irreductibles a una relacion de numeros enteros, lo que las hace

unicas en su expresion.

c. Demostraciones de Propiedades
e Demostracion de la Propiedad de Proporcionalidad
Sean "a"y "b" dos magnitudes conmensurables, y sea "k" el nUmero

entero que las relaciona: a=k*b
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2.2

e Demostracién: Como "a" y "b" son conmensurables, existe un nimero
entero "k" tal que "a = k * b". Si dividimos ambos lados de la ecuacién
por "b", obtenemos: a/b =k

Lo que demuestra que "a/b" es una fraccion comun, y por lo tanto, las
magnitudes son comparables mediante una relacion de proporcionalidad.
e Demostracion de la Propiedad de Multiplicacion
Sean "a"y "b" dos magnitudes conmensurables:
a=k1l*c
b=k2*c
Donde "k1" y "k2" son numeros enteros, y "c" es una magnitud
conmensurable.
e Demostracion: Si multiplicamos ambas ecuaciones, obtenemos:
a*b=(k1*c)* (k2 *c)=k1*k2*c2
La expresion resultante "k1 * k2 * cA2" es el producto de dos niumeros
enteros, lo que implica que "a * b" es una magnitud conmensurable.
e Demostracion de la Propiedad de Adicién
Sean "a"y "b" dos magnitudes conmensurables:
a=k1*c
b=k2*c
Donde "k1" y "k2" son numeros enteros, y "c" es una magnitud
conmensurable.
e Demostracién: Sisumamos ambas ecuaciones, obtenemos:
at+b=(kl1*c)+(k2*c)=(k1+k2)*c
La expresion resultante "(k1 + k2) * c" es el producto de dos numeros

enteros, lo que implica que "a + b" es una magnitud conmensurable.

Contribuciones de matematicos destacados

Eudoxo de Cnido: En la antigiedad, Eudoxo fue uno de los primeros
matematicos en explorar la teoria de magnitudes conmensurables e
inconmensurables. Su trabajo sentd las bases para futuros desarrollos en este

campo.
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Euclides: ElI famoso matematico griego Euclides también hizo importantes
contribuciones a la teoria de magnitudes conmensurables e inconmensurables

en su obra "Los Elementos”.

Kurt Godel: En el siglo XX, Godel exploré la teoria de conjuntos y los
fundamentos de las matematicas, proporcionando nuevas perspectivas sobre

las magnitudes conmensurables e inconmensurables.

En conclusion, la distincion entre magnitudes conmensurables e
inconmensurables ha sido un tema relevante en las matematicas a lo largo de
la historia. La comprension de estas propiedades y la realizacion de
demostraciones rigurosas ha sido fundamental para el desarrollo de la teoria
de numeros y la geometria. Los aportes de matematicos destacados han
enriquecido este campo de estudio y han abierto nuevas lineas de investigacién

y desarrollo matematico.
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CAPITULOIII

METODOS DE CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS REALES

En esta seccion, se examinaran los métodos fundamentales utilizados para la
construccion rigurosa de los numeros reales. Estos métodos han sido propuestos por
destacados matematicos y han sido clave para establecer la coherencia y completitud

del conjunto de los numeros reales.

3.1.Método de Dedekind

El Método de Dedekind, propuesto por el matematico Richard Dedekind en el siglo
XIX, es uno de los enfoques fundamentales para construir los numeros reales.
Este método se basa en la nocion de "corte" de los numeros racionales. Un corte
consiste en dividir el conjunto de los numeros racionales en dos subconjuntos
disjuntos, de manera que todos los elementos en el primer subconjunto son
menores que cualquier elemento en el segundo subconjunto. De esta manera, se
crea una correspondencia biunivoca entre los cortes y los numeros reales, lo que
permite establecer una base sélida para los numeros reales y definir operaciones
como la suma y multiplicacion.

Dedekind, quien se embarcé en la busqueda de la fundamentacion de las
matematicas, se centré en formalizar y generalizar el proceso de aproximacién de
algunos irracionales a partir de los racionales, dando lugar a su ingenioso método

basado en la definicién de "cortadura".

Segun Dedekind, un subconjunto x de Q es considerado una cortadura si cumple
con las siguientes condiciones:

1. x es diferente de vacio y de Q.

2.Siq e xyr<gq, entonces r también pertenece a x (cerradura hacia abajo).

3. Elmaximo de x no existe.

Esta fascinante construccion de cortaduras de Dedekind da forma al conjunto de
los numeros reales, denotado como R = {x: es una cortadura de Dedekind}. En este
ambito, el orden entre los numeros reales, representado por el simbolo x < y, se

establece de manera lineal.
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Uno de los pilares de esta teoria es la completitud de lo que implica que, si A es un
subconjunto no vacio y esta acotado superiormente, entonces el supremo de A
existe y es un elemento. El supremo de un conjunto, representado por U 4, es el
valor mas alto dentro de ese conjunto.

Para demostrar que U A es el supremo de A, se verifica que cumple con ciertas
condiciones. Por ejemplo, si x € A, entonces x < U A, lo que implica que U A es una
cota superior de A. Asimismo, se demuestra que U A no es vacio, ya que los
elementos de A son cortaduras, que por definicibn no son conjuntos vacios.
Ademas, al ser A acotado, U A también lo es, lo cual asegura que U A sea un
numero real diferente de Q.

La suma de numeros reales, definidacomo x + y={q +r:q, 7€ Q,q€E€ x0 1 € y},
ha sido objeto de estudio para verificar su asociatividad, conmutatividad, médulo,
inverso y otras propiedades interesantes.

Otra cuestion relevante es el valor absoluto de un numero real x, dado por |x| = x
U —x. Esto siempre es mayor que cero y nos permite clasificar los numeros reales

como positivos 0 negativos segun su signo.

A continuacion, se detalla una descripciéon mas completa del proceso del Método
de Dedekind.

3.2 Definiciéon de un Corte de Dedekind
Un corte de Dedekind es una particion del conjunto de numeros racionales Q en
dos subconjuntos no vacios Ay B, de tal manera que todo elemento de A es menor
que todo elemento de B, y A no contiene el mayor numero (Dedekind, 1872).

3.3 Proceso del Método de Dedekind

3.3.1 Definicién del corte: Para comenzar, seleccionamos un numero real
arbitrario, al que llamaremos "r". A partir de este numero, definimos dos
conjuntos: Ay B. El conjunto A contiene todos los numeros racionales "q" que
son estrictamente menores que "r", es decir, A={gq € Q| q <r}. Por otro lado,
el conjunto B contiene el numero "r" y todos los numeros racionales "q" que
son mayores o iguales que "r",es decir,B={qg e Q| q=r}.

3.3.2 Creacion del corte: Una vez que hemos definido los conjuntos A y B,

creamos un corte de Dedekind (A, B) utilizando estos conjuntos. Este corte

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE pag. 32



divide el conjunto de numeros racionales Q en dos subconjuntos no vacios,
donde A contiene todos los numeros racionales menores que "r"y B contiene
"r'" y todos los numeros racionales mayores o iguales que "r".

3.3.3. Verificacion del corte: Para que este corte sea valido segun el Método de
Dedekind, debemos verificar que cumple con las siguientes propiedades:

a. A es no vacio: Esto significa que el conjunto A debe contener al menos un
numero racional menor que "r". En otras palabras, debe existir al menos un
numero "q"en Atal que g <r.

b. B es no vacio: Similarmente, el conjunto B debe contener al menos un

numero racional mayor o igual que "r". En otras palabras, debe existir al

menos un numero "q" en B tal que g 2.

c. Todo numero en A es menor que todo numero en B: Esta propiedad
establece que para cualquier nimero "p" en A y cualquier numero "q" en B,
se cumple que p < g. En otras palabras, todos los numeros en A son
estrictamente menores que todos los numeros en B.

d. no tiene un maximo: Esta propiedad implica que no existe un nimero
racional maximo en el conjunto A. En otras palabras, no hay un numero "p"
en A tal que para cualquier numero "q"en A, se cumpla que p < q.

e. B no tiene un minimo: Esta propiedad implica que no existe un numero

racional minimo en el conjunto B. En otras palabras, no hay un niumero "q"en

B tal que para cualquier numero "p" en B, se cumpla que p > q

3.3.4. Definicion del numero real: Una vez que hemos verificado que el corte
(A, B) cumple con todas las propiedades de un corte de Dedekind, podemos
definir el numero real "r" como el numero correspondiente a este corte de
Dedekind. En otras palabras, el numero real "r" representa el conjunto de
todos los numeros racionales menores que "r" (A) y el numero "r" junto con
todos los numeros racionales mayores o iguales que "r" (B).

3.3.5. Propiedades de los numeros reales: A partir de la definicién del
numero real "r" como un corte de Dedekind, podemos demostrar varias
propiedades de los numeros reales. Algunas de estas propiedades incluyen
la existencia de numeros irracionales, la densidad de los numeros racionales
e irracionales en la recta real, y la existencia de supremos e infimos para

conjuntos acotados.
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3.3.6. Orden total de los cortes de Dedekind: Una propiedad importante de
los cortes de Dedekind es que se pueden comparar entre si. Dados dos
cortes de Dedekind (A, B) y (C, D), decimos que el corte (A, B) es menor o
igual que el corte (C, D) si A esta contenido en C. Esto establece un orden
total en el conjunto de todos los cortes de Dedekind.

3.3.7. Correspondencia biunivoca entre cortes de Dedekind y nimeros
reales: Una de las contribuciones clave del Método de Dedekind es
establecer una correspondencia biunivoca entre los cortes de Dedekind y
los numeros reales. Esto significa que cada numero real tiene asociado un
unico corte de Dedekind, y viceversa. Esta correspondencia permite
identificar los numeros reales con los cortes de Dedekind y utilizar los cortes
como una representacion de los nimeros reales.

3.3.8. Operaciones aritméticas con cortes de Dedekind: Una vez que
hemos establecido la correspondencia entre los cortes de Dedekind y los
numeros reales, podemos realizar operaciones aritméticas con los cortes.
Por ejemplo, la suma de dos cortes de Dedekind se define como la suma de
los conjuntos A y B correspondientes a los cortes. De manera similar, se
pueden definir la resta, multiplicacion y division de cortes de Dedekind.

3.3.9. Propiedades de los numeros reales a partir de los cortes de
Dedekind: A partir de las operaciones aritméticas con los cortes de
Dedekind, podemos demostrar las propiedades fundamentales de los
numeros reales, como la conmutatividad, asociatividad y distributividad de
las operaciones, asi como las propiedades de orden y la existencia de
inversos aditivos y multiplicativos.

3.3.10. Aplicaciones del Método de Dedekind: El Método de Dedekind ha sido
ampliamente utilizado en el estudio de la teoria de los numeros reales y en
otros campos de las matematicas. Se ha utilizado para demostrar resultados
importantes, como el teorema de la existencia de raices n-ésimas y el

teorema de la existencia de soluciones de ecuaciones algebraicas.

En resumen, el Método de Dedekind proporciona un enfoque riguroso para definir
los numeros reales utilizando cortes de Dedekind. Este método establece una
correspondencia biunivoca entre los cortes de Dedekind y los numeros reales, lo

que permite realizar operaciones aritméticas y demostrar propiedades
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fundamentales de los numeros reales. El Método de Dedekind ha sido una
contribucion fundamental en el desarrollo de la teoria de los niumeros reales y

sigue siendo un tema importante en el estudio de las matematicas.

3.4.Método de Cauchy
El Método de Cauchy, desarrollado por Augustin-Louis Cauchy en el siglo XIX, es
un enfoque fundamental para la construccién de los nimeros reales basado en el
concepto de sucesiones de numeros racionales. Este método establece una base
tedrica solida para los numeros reales y demuestra la existencia de numeros

reales a partir de las sucesiones de numeros racionales.

El método de Cauchy se basa en la idea de que un numero real puede
aproximarse arbitrariamente mediante una sucesion de numeros racionales. Es
decir, para cada numero real "x", podemos encontrar una sucesioén de numeros
racionales (xn) tal que la distancia entre "X" y cada término de la sucesién se

vuelve arbitrariamente pequefa a medida que avanzamos en la sucesion.

Formalmente, una sucesion de numeros racionales (xn) se considera una
sucesion de Cauchy si para cualquier numero real positivo € > 0, existe un nimero
natural N tal que la diferencia entre dos términos de la sucesion es menor que ¢

para todo n, m = N:

[Xn - xm| < € paratodon, m=N

La idea clave es que a medida que avanzamos en la sucesion, la diferencia
entre términos consecutivos se vuelve cada vez mas pequefia, lo que refleja la

idea de que la sucesion se "acumula" en un numero real.

Demostracion de la Completitud de los numeros reales segun Cauchy:
La demostracién de la completitud de los numeros reales segun el Método de
Cauchy consiste en demostrar que toda sucesién de Cauchy en los numeros
racionales converge a un numero real. Es decir, dada una sucesion de Cauchy
(xn), debemos demostrar que existe un numero real "x" tal que la sucesién

converge a X.
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Para demostrar esto, se requiere mostrar que la sucesion (xn) se acerca cada
vez mas a un valor limite "x" a medida que avanzamos en la sucesién. Esto
implica que la diferencia entre cada término de la sucesion y "X" debe volverse

arbitrariamente pequefa cuando n tiende a infinito.

Supongamos que tenemos una sucesion de Cauchy (xn) en los numeros
racionales. Queremos demostrar que esta sucesion converge a un numero real

X",

Dado que tenemos una sucesion de Cauchy, para cualquier numero real
positivo € > 0, existe un numero natural N tal que para todo n, m =2 N se cumple:

Xn - Xxm| <€

La idea central de la demostracion es utilizar la propiedad de densidad de los
numeros racionales en los niumeros reales. Esta propiedad establece que entre

cualquier par de numeros reales siempre existe otro numero real.

Para cada n, podemos considerar el conjunto de términos de la sucesion desde
el ttrmino xn en adelante:

An = {Xn, Xn+1, Xn+2, ...}

Este conjunto esta formado por los términos de la sucesion a partir de un cierto
indice n. Dado que tenemos una sucesion de Cauchy, para cualquier € > 0,
podemos encontrar un numero natural N tal que la diferencia entre cualquier
par de términos en Anes menor que ¢:

X - x| <€ paratodoi,j=N

Ahora, consideremos el conjunto de todos los términos de la sucesion (xn)
desde el primer término hasta el término N:

B = {x1, x2, x3, ..., XN}
Dado que tenemos un numero finito de términos en B, podemos encontrar el
maximo de todas las diferencias entre estos términos:

D = max{|x - x|} paratodoi,j<N
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Tomemos € = D/2. Dado que D es el maximo de todas las diferencias entre los
términos en B, podemos afirmar que:
[xi - x| <D/2paratodoi,j<N

Esto implica que:

[Xi - Xj| <€ paratodoi,j<N

Ahora, consideremos el conjunto C = {x1, x2, x3, ..., Xn} junto con el intervalo
abierto
(xNn - €, xn + €). Como € = D/2, esto significa que:

(xn-€,xv+€)=(xn-D/2, xn + D/2)

Dado que D es el maximo de todas las diferencias entre los términos en B,
podemos afirmar que todos los términos en B se encuentran dentro del intervalo

(XN - € XN + €).

Ademas, hemos demostrado previamente que para todo n, m = N, se cumple
[xn - xm| < €. Esto significa que todos los términos en Antambién se encuentran
dentro del intervalo

(XN - €, XN + €).

Por lo tanto, hemos demostrado que todos los términos de la sucesion (xn)

estan contenidos en el intervalo (xN - €, xN + €) para algun valor N.

Ahora, dado que hemos demostrado que todos los términos de la sucesion (xn)
estan contenidos en un intervalo arbitrariamente pequefio, podemos considerar
el punto medio de este intervalo como una aproximacion del limite de la
sucesion. Es decir, consideramos el numero real "x" tal que:

X=(XN-€ XN+E€)/2=xNn

Dado que todos los términos de la sucesion estan contenidos en el intervalo

(xN - €, XN + €), podemos afirmar que [xn - X| < € para todo n = N.
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3.5.

Esto implica que la sucesion (xn) converge a "x" cuando n tiende a infinito. Dado
que "X" es un numero real arbitrario y la sucesion (xn) es una sucesion de
Cauchy arbitraria, hemos demostrado que toda sucesién de Cauchy en los

numeros racionales converge a un numero real "X".

Por lo tanto, el Método de Cauchy establece la completitud de los nimeros
reales al demostrar que cualquier sucesién de Cauchy en los numeros
racionales converge a un numero real. Esto finaliza la demostracion del Método

de Cauchy para la construccion de los numeros reales.

Método de Cantor

Cantor basa su construccion principalmente en la definicion de sucesiones de

Cauchy en los racionales, las cuales identifica con los nimeros reales.

En este sentido, Cantor define las operaciones de suma y producto, asi como
la relacion de orden, en el dominio de las sucesiones de Cauchy, conformando
asi un cuerpo totalmente ordenado que contiene un subcuerpo isomorfo a Q.
Esta condicion es esencial para extender los numeros racionales Q al conjunto

de los niumeros reales.

Luego, siguiendo a Lépez (2008), se procede a definir no solo una sucesion de
Cauchy de racionales, sino una sucesién de Cauchy cuyos elementos son a su
vez sucesiones de Cauchy. De esta manera, se forma un nuevo dominio al que

llamaremos C, que contiene un subcuerpo isomorfo a Q.

En C, una sucesion es convergente siy solo si es una sucesion de Cauchy, y
las sucesiones de Cauchy en C tienen un limite en C. Esto implica que la
operacion realizada para extender Q a C no permite una extension adicional,
sino que al aplicarla sobre C, se mantiene en el mismo dominio C. Por tanto, C

es completo y C =.

Es importante destacar que la exposicion anterior se presenta a grandes
rasgos, ya que mas adelante se abordara la demostracion realizada por

Thomas Blyth, que se basa esencialmente en la propuesta de Cantor. Por esta
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razon, es pertinente no profundizar en la construccion de los numeros reales
por Cantor, sino centrarnos en la demostracion proporcionada por Blyth. Asi,
podremos comprender de manera mas detallada y rigurosa el proceso de
extension de los racionales a los numeros reales.

A continuacion, se detalla de forma mas completa el Método de Cantor, basado
en la definicion de las sucesiones de Cauchy en los racionales, las cuales son

identificadas con los niumeros reales.

3.5.1 Definicién de los numeros racionales:

Los numeros racionales se definen como el conjunto de todas las
fracciones de la forma a/b, donde a y b son numeros enteros y b # 0.

3.5.2. Definicion de sucesiones de Cauchy:

Una sucesion de Cauchy en los numeros racionales es una sucesion {an}
tal que para cualquier € > 0, existe un numero natural N tal que para todo
m, n 2 N, se cumple

|am - an| <E€.

3.5.3. Identificacion de sucesiones de Cauchy con numeros reales:
Cantor propuso identificar cada sucesion de Cauchy en los numeros
racionales con un numero real. Para ello, se considera el conjunto de
todas las sucesiones de Cauchy y se define una relacién de equivalencia
entre ellas. Dos sucesiones de Cauchy {an} y {bn} se consideran
equivalentes si la diferencia entre sus términos tiende a cero, es decir,
lim(n—<) |an - bn| = 0.

3.5.4 Construccion de los numeros reales:

El conjunto de los niumeros reales se define como el conjunto de todas
las clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en los numeros
racionales. Cadanumero real se representa por una sucesion de Cauchy
equivalente.

3.5.5 Operaciones en los numeros reales:

Las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division se definen en
los nUmeros reales mediante operaciones correspondientes en las
sucesiones de Cauchy. Se demuestra que estas operaciones estan bien
definidas y cumplen las propiedades de los nUmeros reales.
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En conclusion, el Método de Cantor proporciona una construccion
rigurosa de los numeros reales a partir de los numeros racionales, basandose
en la nocion de sucesiones de Cauchy. Este método permite extender el
conjunto de los nUmeros racionales para incluir numeros como la raiz cuadrada
de 2 o el numero 11, que no pueden ser representados como fracciones. La
construccion de los numeros reales mediante el Método de Cantor es
fundamental en el estudio de la teoria de los nUmeros y tiene aplicaciones en

diversos campos de las matematicas y la fisica.

Método de Hilbert

Hilbert, reconocido por su moderna axiomatizacién de los numeros reales,

plantea, segun Arboleda (2011), dos enfoques para considerar a:

a) El método genético, que implica extensiones sucesivas del cuerpo numérico
hasta llegar a las cortaduras o sucesiones fundamentales.

b) El método axiomatico, que parte de un dominio de objetos que cumplen un
sistema de axiomas que rigen sus relaciones, demostrando asi la

consistencia y completitud del sistema.

La construccion de los numeros reales se basa en una serie de axiomas que
establecen las propiedades fundamentales del conjunto numérico. Kline (1992)
propone un conjunto de axiomas de conexion que agrupan las operaciones de
adicion y multiplicaciéon, asi como la existencia de elementos inversos y el
elemento neutro para ambas operaciones. A continuacion, se presentan en

detalle los axiomas de conexion:

3.6.1 Axiomas de Conexion:

a) Operacién de Adicion: El conjunto de los numeros reales (K) esta cerrado
bajo la operacion de adicién. Esto significa que la suma de dos numeros

reales siempre da como resultado otro numero real.

Demostracion: La demostracion de que el conjunto de los numeros reales esta
cerrado bajo la operacién de adicion se basa en la definicion de los numeros

reales como una extension de los numeros racionales, lo que implica que la
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suma de dos numeros racionales es otro numero racional y, por lo tanto, es

un numero real.

b) Existencia y Unicidad de Elementos Inversos: Para cada numero real "a"
en K, existe un numero real "-a" que cumple con la propiedad "a + (-a) = 0",
donde "0" es el elemento neutro aditivo. Ademas, este inverso es unico, lo
que significa que no hay otro numero real que cumpla con esta propiedad

para el mismo "a".

Demostracion: La existencia del elemento inverso para cada numero real "a"
se basa en la propiedad de los numeros reales como un cuerpo ordenado,
donde cada numero real tiene un opuesto aditivo unico. La unicidad se
demuestra suponiendo que existen dos elementos inversos "-a"y "-b" para
el mismo numero real "a", y luego se llega a una contradiccién que

demuestra que "-a" debe ser igual a "-b".

c) Existencia del Elemento Neutro Aditivo: Elconjunto de los nimeros reales

tiene un elemento neutro aditivo, denotado como "0", que cumple con la

propiedad "a + 0 = a" para cualquier numero real "a" en K.

Demostracion: La existencia del elemento neutro aditivo "0" se demuestra
mediante la definicion de los numeros reales, que incluye a los numeros
enteros, y el cero es el numero entero que cumple con la propiedad de ser

el elemento neutro aditivo.

d) Operacién de Multiplicacion: El conjunto de los nimeros reales (K) esta
cerrado bajo la operacién de multiplicacién. Esto significa que el producto de

dos numeros reales siempre da como resultado otro numero real.

Demostracion: La demostracion de que el conjunto de los numeros reales
esta cerrado bajo la operacién de multiplicacion se basa en la propiedad de
los nUmeros reales como un cuerpo, donde el producto de dos numeros

reales es otro nUmero real.
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e) Existencia y Unicidad de Elementos Inversos en la Multiplicacién: Para
cada numero real "a" en K, diferente de cero, existe un nimero real "1/a"
que cumple con la propiedad "a * (1/a) = 1", donde "1" es el elemento neutro
multiplicativo. Ademas, este inverso es unico, no hay otro numero real que

cumpla con esta propiedad para el mismo "a".

Demostracion: La existencia del elemento inverso en la multiplicacion para
cada numero real "a" diferente de cero se basa en la propiedad de los
numeros reales como un cuerpo, donde cada numero real no nulo tiene un
inverso multiplicativo unico. La unicidad se demuestra de manera similar a
la demostracién para la adicién, suponiendo que existen dos elementos
inversos "1/a" y "1/b" para el mismo numero real "a", y luego llegando a una

contradiccion que demuestra que "1/a" debe ser igual a "1/b".

f) Existencia del Elemento Neutro Multiplicativo: El conjunto de los

numeros reales tiene un elemento neutro multiplicativo, denotado como "1",
que cumple con la propiedad

a* 1= a" para cualquier numero real "a"en K.

Demostracion: La existencia del elemento neutro multiplicativo "1" se
demuestra mediante la definicion de los nimeros reales, que incluye a los
numeros racionales, y "1" es el numero racional que cumple con la propiedad

de ser el elemento neutro multiplicativo.

3.6.2. Axiomas de Calculo:
a) Asociatividad de la Adiciéon: Para cualquier conjunto de numeros reales
"a","b" y "c" en K, la adicidén es asociativa, es decir, se cumple la propiedad
"(@+b)+c=a+(b+c)'. Estosignifica que el resultado de la suma de tres

numeros reales es independiente del orden en que se realicen las adiciones.

La asociatividad de la adicion se puede demostrar utilizando la propiedad de
asociatividad de la suma de numeros racionales, que se hereda en los
numeros reales debido a su construccion como una extension de los

numeros racionales.
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c) Conmutatividad de la Adicion: Para cualquier conjunto de numeros reales
"a"y"b" en K, la adicién es conmutativa, lo que implicaque "a+b=Db + a".
Esta propiedad establece que el resultado de la suma de dos numeros

reales es el mismo, independientemente del orden en que se sumen.

La conmutatividad de la adicion se puede demostrar utilizando la propiedad
de conmutatividad de la suma de numeros racionales, que también se

conserva en los nimeros reales.

d) Asociatividad de la Multiplicacion: Para cualquier conjunto de numeros
reales "a","b"y "c" en K, la multiplicacion es asociativa, lo que significa que
se cumple la propiedad "(a * b) * ¢ =a * (b * ¢)". Esta propiedad asegura
que el resultado de la multiplicacion de tres numeros reales es

independiente del orden en que se realicen las multiplicaciones.

La asociatividad de la multiplicacion se puede demostrar utilizando Ila
propiedad de asociatividad del producto de numeros racionales, que se

mantiene en los nimeros reales debido a su definicion.

e) Distributividad de la Multiplicacion respecto a la Adicion: Para cualquier
conjunto de numeros reales "a","b"y "c" en K, la multiplicacion se distribuye
respecto a la adicién, lo que implica que "a* (b +c) = (a* b)+ (a *c)". Esta
propiedad permite expandir la multiplicaciéon de un nimero real por la suma

de otros dos numeros reales.

La distributividad de la multiplicacion respecto a la adicion se puede
demostrar utilizando la propiedad de distributividad del producto respecto a
la suma en los numeros racionales, que también se cumple en los numeros

reales.

f) Distributividad de la Adicién respecto a la Multiplicacién: Para cualquier
conjunto de numeros reales "a", "b" y "c" en K, la adicion se distribuye

respecto a la multiplicacion, lo que significa que "(a+b)*c=(@*c)+ (b *
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c)". Esta propiedad permite expandir la suma de dos numeros reales
multiplicada por otro numero real.

La distributividad de la adicidn respecto a la multiplicacion se puede
demostrar utilizando la propiedad de distributividad de la suma respecto al

producto en los niumeros racionales, que se extiende a los niumeros reales.

g) Conmutatividad de la Multiplicacion: Para cualquier conjunto de
numeros reales "a" y "b" en K, la multiplicacion es conmutativa, lo que
implica que "a * b = b * a". Esta propiedad asegura que el resultado del
producto de dos numeros reales es el mismo, independientemente del

orden en que se multipliquen.

La conmutatividad de la multiplicacion se puede demostrar utilizando la
propiedad de conmutatividad del producto de numeros racionales, que

también se conserva en los nimeros reales.

3.6.3. Axiomas de Orden:
a) Relacién de Orden entre Numeros Diferentes:
En el conjunto de numeros reales K, se establece una relaciéon de orden
denotada por "<". Para cualquier par de numeros reales diferentes "a" y "b"

en K, uno de los siguientes casos se cumple:

a) a < b: Esto indica que el nimero real "a" es menor o igual que el nimero

real "b".

b) b < a: Esto indica que el nimero real "b" es menor o igual que el nimero

real "a".

Esta relacion de orden es reflexiva, antisimétrica y transitiva, lo que implica
que para cualquier numero real "a" en K, se cumple que a < a (reflexividad), y
sia<byb<a, entonces a =b (antisimetria), ysia<b yb < c, entonces a <

c (transitividad).
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b) Transitividad de la Relacion de Orden:
Para cualquier conjunto de numeros reales "a","b"y "c"en K,sia<byb<c,
entonces a < c. Esta propiedad, conocida como transitividad de la relacién de
orden, asegura que si un numero real esta relacionado con otro numero real
y este Ultimo esta relacionado con un tercer numero real, entonces el primero
también esta relacionado con el tercer numero real.

c) Preservacion del Orden por la Adicion:
Para cualquier conjunto de numeros reales "a", "b" y "c" en K, si a < b,
entonces a + c < b + c. Esta propiedad establece que la adicion de un niumero
real positivo "c" a ambos lados de una desigualdad no altera la relacién de
orden entre los niumeros reales.

d) Preservacion del Orden por la Multiplicacion:
Para cualquier conjunto de numeros reales "a", "b"y "c"en K,sia<byc=0,
entonces a * c < b * c. Esta propiedad asegura que la multiplicacién de ambos
lados de una desigualdad por un numero real no negativo "c" preserva la

relacion de orden entre los nimeros reales.

3.6.4 Axiomas de Continuidad:
a) Axioma de Arquimedes:
El Axioma de Arquimedes establece que en el conjunto de numeros reales
K, no existe un numero real que sea infinitamente mayor que todos los
demas numeros reales. Formalmente, para cualquier numero real positivo
"x" en K y cualquier numero real "y" en K, existe un numero natural "n" tal
que "nx > y". Este axioma garantiza que no hay "agujeros" en el conjunto
de numeros reales, y que se puede encontrar una cantidad suficientemente
grande de veces un numero real positivo que supere cualquier otro numero

real en el conjunto.

Demostracion: Supongamos que existe un numero real positivo "x" en K tal
que no existe un numero natural "n" que cumpla "nx > y" para cualquier
numero real "y" en K. Esto implicaria que "x" seria infinitamente mayor que
todos los demas numeros reales en K, lo cual contradice el Axioma de

Arquimedes. Por lo tanto, para cualquier numero real positivo "x" en Ky
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cualquier numero real "y" en K, siempre existe un numero natural "n" tal que
"nx > y".
b) Axioma de Completitud:

El Axioma de Completitud, también conocido como Axioma del Supremo,
es una propiedad fundamental del conjunto de numeros reales K. Este
axioma asegura que todo conjunto no vacio y acotado superiormente en los
numeros reales tiene un supremo, es decir, un limite superior que es el
numero real mas pequefo que es mayor o igual que todos los elementos
del conjunto. Formalmente, para cualquier conjunto no vacio "A" en K que

esta acotado superiormente, existe un numero real "x" en K tal que "x = a'
n n

a ,'y cualqui U ue cu X
ara todo en "A", y cualquier otro numero real "y" que cumpla "y > x" no

satisface la propiedad anterior para "a" en "A".

Demostracion: Consideremos un conjunto no vacio "A" en K que esta
acotado superiormente por un numero real "b". Si el conjunto "A" contiene
un unico elemento, entonces "b" es el supremo de "A". Si el conjunto "A"
contiene mas de un elemento, podemos construir una sucesion que se
aproxime al supremo de "A". Por el Axioma de Completitud, existe un
numero real "x" en K tal que "x = a" para todo "a" en "A", y cualquier otro
numero real "y" que cumpla "y > x" no satisface la propiedad anterior para

a"en"A". Porlo tanto, "x" es el supremo de "A"y el Axioma de Completitud

se cumple en el conjunto de numeros reales K.

Arboleda (2011) destaca que Hilbert considera que el método genético tiene
valor pedagogico y heuristico, mientras que el método axiomatico es mas
adecuado para la investigacion logica sobre los fundamentos de las
matematicas y sus aplicaciones. Ademas, Hilbert se centra en estudiar las
condiciones que garanticen la consistencia l6gica de los axiomas de una
teoria, para asegurar que el sistema sea l6gicamente consistente. Para
Hilbert, la existencia matematica de los numeros reales depende de
demostrar la no contradiccidn de los axiomas que establecen su estructura
como un cuerpo ordenado arquimediano y completo. Hilbert sabia que el
concepto de numero real no se podia reducir l6gicamente y que era

necesario considerar el recurso a una donacion intuitiva de la sucesion de
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numeros y de la multiplicidad de magnitudes. A diferencia de las
concepciones de Dedekind, Frege y otros logicistas, Hilbert estaba
convencido de que ciertas representaciones e ideas intuitivas son
previamente necesarias para la posibilidad del conocimiento cientifico” (p.
27).

Con estas perspectivas en mente, se profundizara en el trabajo de Hilbert y
su enfoque axiomatico, explorando la coherencia y fundamentos de los

numeros reales en esta monografia.

Otros métodos de construccion

Ademas de los métodos de Dedekind, Cauchy, Cantor y Hilbert, el vasto mundo
de las matematicas ha dado lugar a otros enfoques menos conocidos, pero
igualmente interesantes para la construccion de los numeros reales. Estos
métodos presentan diversas perspectivas y enfoques que complementan y
enriquecen nuestra comprension de la construccion de este importante

conjunto numerico.

Algunos de estos métodos son variaciones o extensiones de los enfoques
mencionados anteriormente, buscando explorar diferentes aspectos de la
completitud y consistencia de los numeros reales. Estos enfoques permiten
abordar la construcciéon desde distintos angulos, ofreciendo una visién mas

amplia y matizada de este apasionante campo matematico.

Por otro lado, algunos enfoques pueden estar fundamentados en propiedades
geomeétricas o topoldgicas de los numeros reales. Estudiar como los conceptos
topoldgicos se entrelazan con la construccion de los numeros reales nos brinda
una comprension mas profunda de la estructura interna de este conjunto y de

como se relaciona con el espacio que lo rodea.

En el capitulo siguiente, nos adentraremos en las propiedades topologicas y
algebraicas para abordar de manera mas exhaustiva y completa Ila
construccion de los numeros reales. Nos enfocaremos en analizar

detalladamente las caracteristicas fundamentales que definen la topologia de
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los numeros reales, lo que nos permitira apreciar su estructura y

comportamiento en un contexto topoldgico.

Ademas, exploraremos las conexiones entre la topologia y la construccién de
los numeros reales, comprenderemos como la topologia puede influir en la
definicion y estudio de los numeros reales y como esta disciplina matematica
enriquece la comprension de los métodos de construccion utilizados

historicamente.

A través de un enfoque riguroso y detallado, buscamos proporcionar una vision
mas completa y profunda sobre los fundamentos de los numeros reales y su
construccion, permitiendo a los lectores adentrarse en un mundo matematico
de riqueza y elegancia que ha fascinado a matematicos y cientificos a lo largo
de la historia. Con este analisis enriquecido de los métodos de construccion y
las propiedades topoldgicas, esperamos que esta monografia se convierta en
una valiosa fuente de conocimiento y una inspiracion para futuras

investigaciones en el apasionante campo de los numeros reales.
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CAPITULO IV

PRELIMINARES TOPOLOGICOS EN LA CONSTRUCCION
DE LOS NUMEROS REALES

4.1. Conceptos basicos de topologia
Dentro del contexto de la construccion de los numeros reales, es esencial
adentrarnos en los conceptos basicos de topologia, una rama de las
matematicas que estudia las propiedades geométricas y espaciales de los
conjuntos. Estos conceptos fundamentales nos permiten establecer relaciones
de cercania y continuidad entre los elementos del espacio numérico, lo que
resulta crucial para comprender la estructura y propiedades de los numeros

reales.

Entre los conceptos basicos de topologia que merecen especial atencion en

nuestra investigacion, se encuentran:

a) Conjuntos Abiertos y Cerrados:
Dentro del contexto de la topologia, el estudio de conjuntos abiertos y cerrados
es esencial para comprender las propiedades de cercania y continuidad entre
los elementos de un espacio topoldgico. Un conjunto se considera abierto si
todos sus puntos estan contenidos en el espacio y, ademas, existen conjuntos
que cumplen ciertas propiedades de cercania respecto a los puntos del
conjunto. Por otro lado, un conjunto se considera cerrado si incluye todos sus
puntos limite, es decir, aquellos puntos hacia los cuales podemos acercarnos

desde el conjunto y aun pertenecer a él.

Ejemplo de Conjunto Abierto:

Supongamos que estamos trabajando en el espacio topolégico de los numeros
reales y tenemos el conjunto abierto (0, 5). Este conjunto contiene todos los
numeros reales mayores que 0 y menores que 5, pero no incluye los puntos 0
ni 5. Para cualquier punto dentro del intervalo (0, 5), siempre podemos
encontrar una vecindad alrededor de ese punto que esté completamente

contenida en el conjunto, cumpliendo asi la definicion de conjunto abierto.
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Ejemplo de Conjunto Cerrado:

Consideremos el conjunto cerrado [0, 1], también en el espacio de los nUmeros
reales. Este conjunto incluye todos los numeros reales entre 0 y 1, incluyendo
los puntos extremos 0 y 1. Cualquier punto limite, como 0 y 1, también esta
contenido en el conjunto [0, 1]. Porlo tanto, este conjunto satisface la propiedad
de ser cerrado.

Propiedades y relaciones:

Es importante destacar que los conjuntos abiertos y cerrados estan
estrechamente relacionados en un espacio topolégico. Por ejemplo, un
conjunto puede ser abierto, cerrado, ambos o0 ninguno de ellos. En algunos
casos, un conjunto puede ser simultaneamente abierto y cerrado, como en el
ejemplo del conjunto de los numeros reales en si mismo. Tanto el conjunto de
los numeros reales como su complemento (todos los numeros reales que no

estan en el conjunto) son conjuntos abiertos y cerrados al mismo tiempo.

Demostracién de la Propiedad de Cerrado:

Para demostrar que un conjunto es abierto en un espacio topoldgico, debemos
verificar que cada punto del conjunto tiene una vecindad completamente
contenida dentro del conjunto. La demostracion varia dependiendo del conjunto
especifico y el espacio topoldgico en el que se encuentre. Aqui proporcionaré
una demostracion general para un conjunto abierto en el espacio topolégico de

los numeros reales utilizando la topologia estandar.

Supongamos que tenemos un conjunto abierto A en el espacio topologico de
los numeros reales. Tomemos un punto "p" que pertenece al conjunto A.
Queremos demostrar que existe una vecindad de "p" completamente contenida

enA.

Dado que A es un conjunto abierto, para cada punto "p" en A, hay un intervalo
abierto (a, b) que contiene a "p" y esta contenido en A. Por ejemplo, podemos

definir una vecindad de "p" de la siguiente manera:
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Vecindad de "p": (p- 9, p + 8), donde d es un numero positivo lo suficientemente

pequefio para asegurar que el intervalo esté contenido dentro de A.

Ahora debemos demostrar que esta vecindad esta completamente contenida
en A. Tomemos un punto "X"' dentro de la vecindad (p - 6, p + 8). Queremos
mostrar que "X" también esta en A.

Dado que "x" esta dentro del intervalo (p - &, p + &), tenemos la siguiente
relacion:

p-6<x<p+6

Debido a que A es un conjunto abiertoy (p - 9, p + d) esta contenido en A, esto
implica que "x" también debe estar en A. Por lo tanto, hemos demostrado que
cada punto "p" en A tiene una vecindad (p - d, p + 8) completamente contenida

enA.

Como esta demostracion se aplica a cualquier punto "p" en A, hemos
demostrado que A es un conjunto abierto en el espacio topoldgico de los

numeros reales.

En resumen, la propiedad de ser abierto en un espacio topologico implica que
cada punto del conjunto tiene una vecindad completamente contenida dentro
del conjunto. Esta propiedad es esencial en el estudio de la topologia y es
fundamental para comprender como se establecen las relaciones de cercania

y continuidad entre los elementos de un espacio topoldgico.

Demostracion de la Propiedad de Abierto:

Supongamos que tenemos un conjunto abierto A en el espacio topoldgico de
los numeros reales. Tomemos un punto "p" que pertenece al conjunto A.
Queremos demostrar que existe una vecindad de "p" completamente contenida
enA.

Dado que A es un conjunto abierto, para cada punto "p" en A, hay un intervalo
abierto (a, b) que contiene a "p" y esta contenido en A. Por ejemplo, podemos

definir una vecindad de "p" de la siguiente manera:
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Vecindad de "p": (p- 9, p + 8), donde d es un numero positivo lo suficientemente

pequefio para asegurar que el intervalo esté contenido dentro de A.

Ahora debemos demostrar que esta vecindad esta completamente contenida
en A. Tomemos un punto "X" dentro de la vecindad (p - 6, p + 8). Queremos

mostrar que "X" también esta en A.

Dado que "X" esta dentro del intervalo (p - &, p + &), tenemos la siguiente
relacion:

p-6<x<p+6

Debido a que A es un conjunto abiertoy (p - 8, p + d) esta contenido en A, esto
implica que "x" también debe estar en A. Por lo tanto, hemos demostrado que
cada punto "p" en A tiene una vecindad (p - ©, p + 8) completamente contenida

enA.

Como esta demostracién se aplica a cualquier punto "p" en A, hemos
demostrado que A es un conjunto abierto en el espacio topolégico de los

numeros reales.

En resumen, la propiedad de ser abierto en un espacio topoloégico implica que
cada punto del conjunto tiene una vecindad completamente contenida dentro
del conjunto. Esta propiedad es esencial en el estudio de la topologia y es
fundamental para comprender como se establecen las relaciones de cercania

y continuidad entre los elementos de un espacio topoldgico.

También el estudio de conjuntos abiertos y cerrados en la topologia es
fundamental para comprender como se definen las propiedades de cercania y
continuidad en un espacio topoldgico. Estos conceptos nos permiten analizar
la estructura y comportamiento de los elementos en un espacio, lo que tiene
importantes implicaciones en diversos campos de las matematicas y otras

disciplinas cientificas.
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42.

Vecindad y entorno en topologia

En el contexto de la construcciéon de los numeros reales y en general en un

espacio topoldgico, la nocién de vecindad y entorno es fundamental para

entender la idea de proximidad y continuidad entre los elementos del espacio.

Estos conceptos se basan en la definicion de conjuntos abiertos y son cruciales

para el analisis topoloégico de los numeros reales y otros espacios.

a)

Vecindad de un punto "a":

Una vecindad de un punto "a" es un conjunto abierto que contiene al punto
"a". Es decir, si "N" es una vecindad de "a", entonces "a" pertenece a "N"y
"N" es un conjunto abierto en el espacio topoldgico. La vecindad de un punto
es esencial para expresar la idea de cercania y proximidad entre los

elementos de un conjunto.

Entorno de un punto "a":

Un entorno de un punto "a" es un conjunto abierto que puede ser mas
grande que "a", pero que aun contiene a "a". Es decir, si "E" es un entorno
de "a", entonces "a" pertenece a "E" y "E" es un conjunto abierto en el
espacio topoldgico. Los entornos permiten establecer un grado de cercania
alrededor de un punto "a" y son utiles para definir conceptos como limites y

continuidad en analisis matematico.

4.3. Propiedades de vecindades y entornos:

a) Todo punto tiene una vecindad: Para cada punto "a" en un espacio

topoldgico, siempre se puede encontrar una vecindad que contiene a "a".

b) Inclusiéon: Si "N" es una vecindad de "a", entonces "N" es también un entorno

de "a", ya que un entorno puede ser mas grande que una vecindad, pero sigue

conteniendo al punto "a".

4.4. Demostracion de propiedades:

a)

Todo punto tiene una vecindad:
Sea "a" un punto en el espacio topolégico. Dado que el espacio topoldgico

cumple con la propiedad de ser abierto, el conjunto entero del espacio es
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una vecindad de "a" que contiene al punto "a". Por lo tanto, todo punto "a"

tiene al menos una vecindad.

a) Inclusion:
Supongamos que "N" es una vecindad de "a". Dado que "N" es un conjunto
abierto que contiene a "a", también es un conjunto que cumple la definicion de
entorno de "a". Por lo tanto, "N" es tanto una vecindad como un entorno de "a",

lo que establece la inclusion.

En conclusion, la nocion de vecindad y entorno en topologia es esencial para
entender la proximidad y continuidad entre los elementos de un espacio. Estos
conceptos, junto con los conjuntos abiertos, forman la base para el analisis
topolégico de los numeros reales y otros espacios matematicos, y son

fundamentales en diversas ramas de la matematica y ciencias aplicadas.
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CAPITULOV

ESPACIOS METRICOS Y TOPOLOGICOS

En el estudio de los numeros reales, se encuentran dos estructuras importantes

en topologia: los espacios métricos y los espacios topoldgicos.

5.1. Espacio métrico

Un espacio métrico es un conjunto "X"junto con una funcién de distancia "d: X

x X — R" que satisface las siguientes propiedades:

a)

Positividad: Para todo par de puntos distintos "x, y" en el espacio "X", la
distancia entre ellos es siempre mayor o igual a cero, es decir, "d(x, y) = 0".
Ademas, la distancia es cero si y solo si los puntos son iguales, es decir,
"d(x, y) =0" si y solo si "x =y".

Simetria: La distancia entre dos puntos "X, y" es la misma que entre "y, X",
es decir, "d(x, y) =d(y, x)".

Desigualdad Triangular: Para cualquier terna de puntos "X, y, Z' en el

espacio "X", la distancia entre "x" e "y" sumada a la distancia entre "y"y "Z"

siempre es mayor o igual a la distancia entre "x"y "Z", es decir, "d(x, y) +
d(y, 2) 2d(x, 2)".

Estas propiedades aseguran que la funcion de distancia mide adecuadamente

la distancia entre dos puntos en el espacio, permitiendo definir conceptos como

bolas abiertas y limites. La funcién de distancia "d" se conoce como métrica y

es esencial para establecer la topologia y estructura geométrica del espacio

métrico.

5.2. Espacio topolégico

Un espacio topoldgico es un conjunto "X" junto con una coleccion de conjuntos

"Tll

de "X", llamados conjuntos abiertos, que satisfacen las siguientes

propiedades:
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a) El conjunto vacio y el conjunto entero "X" son conjuntos abiertos, es decir,
€"eT y XeT".

b) La interseccidn finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, es decir,
si"A,B e T", entonces "ANB e T".

c) La unidon arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, es decir, si

{Ai} es una coleccion de conjuntos abiertos en "X", entonces "UAie T".

Estas propiedades definen una topologia en el conjunto "X", que es una
estructura matematica mas general que una métrica. A diferencia del espacio
métrico, donde la proximidad se define a través de la funcion de distancia, en el
espacio topologico la proximidad se define mediante la coleccién de conjuntos
abiertos. Los conjuntos abiertos representan los conjuntos que se consideran
"cercanos" o "vecinos" en el espacio, y la topologia proporciona una forma de
estudiar la continuidad, convergencia y otras propiedades topoldgicas sin

depender de una métrica especifica.

5.3. Propiedades topoldgicas de los numeros reales

Los numeros reales, al ser un conjunto totalmente ordenado y completo, poseen

propiedades topoldgicas interesantes:

5.3.1 Topologia de la Recta Real
Los numeros reales, representados por el conjunto R, pueden considerarse
como un espacio topoldgico con la topologia generada por la base de intervalos
abiertos. Un conjunto "U" en R se considera abierto si para cada punto "X" en
"U", existe un intervalo abierto "(a, b)" que contiene "X" y esta completamente
contenido en "U". Formalmente, la topologia generada por la base de intervalos
abiertos es definida por la coleccion de conjuntos abiertos T, donde T contiene

a "U" si para cada punto "x" en "U", existe un intervalo abierto "(a, b)" tal que "x
€ (a, b)c U".
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a) Definicion de Conjunto Abierto:
Un conjunto "U" en R es abierto si, para cada punto "x" en "U", existe un
intervalo abierto "(a, b)" que contiene "X" y estd completamente contenido

en "U".

5.3.2. Propiedades de conexion
Los numeros reales forman un espacio topoldgico conexo, lo que significa que
no se pueden dividir en dos conjuntos abiertos disjuntos y no vacios. En otras
palabras, no existen dos conjuntos "A"y "B" en R que sean abiertos, no vacios,
disjuntos y cumplan que R = A U B. Esto implica que los numeros reales forman

una linea continua sin huecos ni interrupciones.

a) Definicion de Espacio Conexo:
Un espacio topologico "X" se dice conexo si no se puede expresar como la
unién disjunta de dos conjuntos abiertos no vacios, es decir, no existen

conjuntos abiertos "A"y "B" en "X" tales que "X=A UB"y"AN B = @¢".

Ademas, los numeros reales también son arcoconexos, lo que significa que

para cualquier par de puntos "X" e "y' en R, siempre existe una curva

continua que los conecta. En otras palabras, para cada par de puntos "x" e
"y" en R, existe una funcion continua "f: [0, 1] — R" tal que "f(0) = x" y "f(1)
= y". Esta propiedad asegura que cualquier par de puntos en la recta real

puede ser conectado por una trayectoria continua sin interrupciones.

b) Definicion de Espacio Arcoconexo:
Un espacio topoldgico "X" se dice arcoconexo si para cada par de puntos
"X' e "y" en"X", existe una funcion continua "f: [0, 1] — X" tal que "f(0) = x"
y "f(1) = y". Es decir, cualquier par de puntos en "X" puede ser conectado

por una trayectoria continua sin interrupciones.

5.4. Relacién entre la topologia y la construccion de los numeros reales
La topologia desempefia un papel crucial en la construccion vy el estudio de los
numeros reales. La nocidon de proximidad y continuidad esta estrechamente

relacionada con la topologia de los espacios en los que residen los numeros
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reales. La topologia proporciona el lenguaje matematico adecuado para definir
conceptos como limites, continuidad de funciones y convergencia de
sucesiones, lo que es esencial para un analisis profundo y riguroso de los

numeros reales.

Una de las principales relaciones entre la topologia y la construccion de los
numeros reales es la nocion de espacios métricos y espacios topoldgicos. Un
espacio métrico es un conjunto "X" junto con una funcion de distancia "d: X x X
— R" que satisface propiedades como positividad, simetria y la desigualdad
triangular. La funcién de distancia mide la distancia entre dos puntos en el
espacio métrico, lo que permite definir conceptos como bolas y limites. Por otro
lado, un espacio topolégico es un conjunto "X" junto con una coleccién de
conjuntos "T" de "X", llamados conjuntos abiertos, que satisfacen ciertas
propiedades. La topologia se define a traves de conjuntos abiertos y cerrados
sin referencia a una métrica especffica, lo que proporciona una estructura mas
general para estudiar la proximidad y continuidad de los elementos en el

espacio.

5.4.1. Propiedades topoldgicas de los numeros reales:
a) Topologia de la Recta Real
Los numeros reales pueden considerarse como un espacio topolégico con
la topologia generada por la base de intervalos abiertos. La base de
intervalos abiertos contiene todos los intervalos abiertos de la forma "(a, b)".
Formalmente, la topologia generada por la base de intervalos abiertos es
definida por la coleccion de conjuntos abiertos T, donde T contiene a "U" si

para cada punto "x" en "U", existe un intervalo abierto "(a, b)" tal que "x € (a,
b) c U".

b) Propiedades de conexion
Los numeros reales forman un espacio topolégico conexo, lo que implica
que no se pueden dividir en dos conjuntos abiertos disjuntos y no vacios.
En otras palabras, no existen dos conjuntos "A" y "B" en R que sean
abiertos, no vacios, disjuntos y cumplan que R = A U B. Esto implica que

los nUmeros reales forman una linea continua sin huecos ni interrupciones.
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Ademas, los numeros reales también son arcoconexos, lo que significa que
nn

para cualquier par de puntos "X" e "y" en R, siempre existe una curva

continua que los conecta.

En conclusion, los preliminares topoldgicos son fundamentales para
comprender las propiedades fundamentales de los numeros reales y su
construccion. La topologia proporciona las herramientas necesarias para
describir la estructura de los espacios que contienen los nUmeros reales y
establecer relaciones de cercania y continuidad entre ellos, lo que es
esencial para un analisis matematico solido y riguroso de los numeros
reales. La combinacion de la topologia con la construccion de los nimeros
reales permite un estudio mas profundo y completo de sus propiedadesy

comportamientos matematicos.
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6.1.

CAPITULO VI

LOS REALES MEDIANTE COMPLETACION DE UN
GRUPO TOPOLOGICO

La construccion de los numeros reales es un tema fundamental en matematicas
que ha sido abordado desde diferentes enfoques a lo largo de la historia. Una de
las formas mas interesantes y poderosas para construir los nimeros reales es
mediante la completacién de un grupo topolégico. En este enfoque, se parte de
un conjunto conocido como grupo topoldgico y se realiza una extension para

obtener el conjunto de los nimeros reales.

Grupo topolégico

Un grupo topoldgico es un conjunto "G" junto con una estructura algebraicay una
topologia que cumple ciertas propiedades. La estructura algebraica es definida
por una operacion de grupo, denotada usualmente como "-" y que combina dos
elementos de "G" para producir un tercero. Esta operacién debe satisfacer la
propiedad de asociatividad, es decir, para cualesquiera elementos "a","b"y "c" en

"G", se cumple que "(a-b)-c=a-(b-c)".

Ademas, en un grupo topoldgico, la operacion de grupo es continua con respecto
a la topologia del conjunto "G". Esto implica que la funciéon de grupo "-: G x G —
G" es continua, es decir, si "U" es un conjunto abierto en "G", entonces el conjunto
"W={x y) € Gx G|x-yeU}" es un conjunto abierto en el producto cartesiano
"G x G".

En otras palabras, un grupo topologico es una estructura matematica que combina
un grupo con una topologia, permitiendo estudiar las propiedades algebraicas y
topologicas de un conjunto simultaneamente. Para comprender este concepto en

profundidad, es necesario explorar sus elementos y propiedades fundamentales.
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6.2. Definiciéon de grupo topolégico

Sea "G" un conjunto no vacio con una operacion binaria"-: G x G — G" definida en
él, y denotada por "a - b" para "a", "b" pertenecientes a "G". Si "G" satisface las

siguientes propiedades, entonces se le conoce como un grupo topoldgico:

a) Cerradura bajo la operacion: Para todo par de elementos "a"y "b" en "G", el
resultado de la operacion "a - b" también pertenece a "G".

b) Asociatividad: Para cualesquiera elementos "a", "b" y "c" en "G", se cumple
que "(@a-b)-c=a-(b-c)".

c) Existencia del elemento neutro: Existe un elemento "e" en "G" tal que para
todo "a"en "G", se cumple que "a-e=e-a=a".

d) Existencia del elemento inverso: Para cada elemento "a" en "G", existe un
elemento "a™™ en "G" tal que "a-a'=a' - a = e", donde "e" es el elemento

neutro del grupo.

6.3. Topologia de grupo topolégico

Ademas de la estructura de grupo, un grupo topoldgico también tiene una topologia
asociada. La topologia del grupo topoldgico "G" esta dada por una coleccion de

conjuntos abiertos "T" que satisfacen las siguientes propiedades:

El conjunto vacio y el conjunto "G" estan en "T".

La interseccion finita de conjuntos en "T" también esta en "T".

La unién arbitraria de conjuntos en "T" esta en "T".

La operacion de grupo "-: G x G — G" es una funcion continua con respecto a
la topologia, lo que significa que el conjunto "V ={(x,y) eGxG|x-ye€ U}"es
un conjunto abierto en el producto cartesiano "G x G" siempre que "U" sea un

conjunto abierto en "G".

6.4. Ejemplo de grupo topolégico
Un ejemplo clasico de grupo topoldgico es el grupo de los numeros reales "R"

con la operacion de suma "+". La topologia asociada a este grupo es la
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topologia usual de los numeros reales. En este caso, la operacion de suma es

continua, lo que satisface la propiedad requerida para un grupo topoldgico.

6.5. Propiedad Adicional: Homeomorfismo
Dos grupos topologicos "G" y "H" se consideran homeomorfos si existe una
funcion biyectiva "f: G — H" que preserva la estructura de grupo y es continua
con respecto a las topologias de "G"y "H". En otras palabras, "f" debe cumplir

que "f(a - b) =f(a) - f(b)" para todos los elementos "a"y "b" en "G".

6.6. Demostracion de continuidad de la operacion
Para demostrar que la operacion de grupo "-: G x G — G" es continua con
respecto a la topologia de "G", consideremos conjuntos abiertos "U" y "V" en
"G". Queremos demostrar que el conjunto "W ={(x,y) eGxG|x-y € U}"es

un conjunto abierto en el producto cartesiano "G x G".

Dado que la operacion de grupo es continua, existe un conjunto abierto "A" en
"G" tal que "a - b € U" para todos los elementos "a" y "b" en "A". Similarmente,
existe un conjunto abierto "B"en "G" tal que "x - y € V" para todos los elementos
"X"y"y" en"B".

Luego, definimos el conjunto "W'=A xB ={@a, b)e Gx G |a € A, b e B}"
Como "A"y "B" son conjuntos abiertos en "G", "W"™ es un conjunto abierto en
el producto cartesiano

"G x G".

Finalmente, notamos que "W=W'N{x, y) e Gx G| x -y € U}" y por lo tanto,
"W" es un conjunto abierto en el producto cartesiano "G x G". Esto demuestra
que la operacion de grupo es continua con respecto a la topologia de "G",

cumpliendo asi la definicion de grupo topoldgico.

6.7. Completaciéon de un grupo topolégico
La completacidon de un grupo topoloégico "G" es un proceso que permite extender
el grupo "G" para obtener un nuevo grupo topoldégico que contiene "G" como
subgrupo denso. Un subgrupo "H" de un grupo topoldgico "G" es denso si su cierre
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topolégico es igual al conjunto "G", es decir, "H" se encuentra en todas las

vecindades de cada elemento de "G".

En otras palabras, la completacion de un grupo topolégico "G" es un
procedimiento fundamental en el estudio de grupos con estructura topoldgica. La
idea detras de la completacion es extender el grupo "G" para obtener un nuevo
grupo topoldgico mas grande que incluye a "G" como subgrupo denso. Para
entender en detalle como se realiza la completacion, es necesario examinar sus

elementos y propiedades principales.

6.7.1 Definicion de Completacion
Sea "G" un grupo topoldégico con una operacion de grupo "-: G x G — G"y una
topologia asociada definida por la coleccion de conjuntos abiertos "T". La
completacién de "G", denotada como "G", es el grupo topoldgico que satisface

las siguientes propiedades:

a) Contiene a "G" como subgrupo denso: Esto significa que "G" es un
subconjunto de "G" y el cierre topoldgico de "G" en "G" es igual a "G". Es
decir, "G" se encuentra en todas las vecindades de cada elemento de "G".

b) Es la extension mas pequefia de "G": "G" es el grupo topoldgico mas
pequeno que contiene a "G" como subgrupo denso. Cualquier otro grupo

topoldgico que contenga a "G" también contiene a "G".

6.7.2. Propiedad de Subgrupo Denso
Un subgrupo "H" de un grupo topolégico "G" se considera denso si su cierre
topolégico es igual al conjunto "G". Formalmente, se cumple que "CI(H) = G",

donde "CI(H)" representa el cierre topoldgico de "H" en "G".

6.7.3. Ejemplo de Completacion
Consideremos el grupo topolégico "G" de los numeros racionales "Q" con la
operaciéon de suma "+". La completacién de "G", denotada como "G", es el
conjunto de los numeros reales "R" con la operacion de suma usual y la
topologia usual. En este caso, "G" contiene a "G" como un subgrupo denso, ya

que "Q" es denso en "R".
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6.7.4. Demostracion de Propiedad de Subgrupo Denso
Para demostrar que un subgrupo "H" de un grupo topoldgico "G" es denso si
su cierre topoldgico es igual a "G", consideramos un elemento arbitrario "g"

en "G". Queremos demostrar que "g" se encuentra en todas las vecindades

de cada elemento de "H".

Dado que "H" es un subgrupo de "G", se tiene que "g - h™" pertenece a "H"
para todo elemento "h" en "H". Luego, consideramos una vecindad abierta "U"
de "g" en "G". La vecindad "U" se puede expresar como "U={x e G |x-b €

U'}" para algun conjunto abierto "U™ en "G".

Ahora, podemos seleccionar un elemento "h" en "H" tal que "g - h™ € U™.
Entonces, "g - h™" pertenece a la vecindad "U™, y por lo tanto, "g - h™ € U".
Al multiplicar "U" por "h", obtenemos que "g € U - h", lo que implica que "g" se

encuentra en todas las vecindades de cada elemento de "H".

De esta manera, hemos demostrado que "H" es un subgrupo denso de "G",
lo que es una propiedad esencial en el proceso de completaciéon de un grupo

topoldégico.

6.8. Construccion de los numeros reales
Para construir los numeros reales "R" mediante la completacién de un grupo
topoldgico, consideramos el grupo topoldgico "Q" de los numeros racionales con
la operacién de adiciony la topologia usual. El grupo "Q" es un grupo topoldgico

ya que la adicion de numeros racionales es continua.

6.8.1. Grupo topoldgico de los numeros racionales
El conjunto de los numeros racionales "Q" junto con la operacion de adicion
"+" forma un grupo abeliano, lo que significa que la operacién de adicion es
asociativa y conmutativa, ytiene un elemento neutro, que es el numero racional
0. Ademas, cada elemento en "Q" tiene un inverso aditivo, lo que implica que

para cada numero racional "q" en "Q", existe un numero racional "-q" tal que "q
+(-q) = 0"
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6.8.2. Topologia usual de los numeros racionales
La topologia usual de los nUmeros racionales "Q" esta definida por la coleccién
de conjuntos abiertos "T" de "Q". Un conjunto "U" es considerado abierto en
"Q" si para cada punto "q" en "U", existe un intervalo abierto centrado en "q"

que esta contenido completamente en "U".

6.8.3. Demostracién de Continuidad de la Adicion en los Numeros Racionales
Para demostrar que la operacion de adicion en los numeros racionales "Q" es
continua, consideramos dos elementos arbitrarios "a" y "b" en "Q". Queremos
demostrar que la funcion de adicion"+: Q x Q — Q" es continua.

Dado que "a" y "b" son numeros racionales, podemos expresarlos como "a =
p/q" y "b = r/s", donde "p", "q", "r" y "s" son numeros enteros y "q" y "s" son
diferentes de cero. Ahora, consideramos una vecindad abierta "U" de "a + b"
en "Q". La vecindad "U" se puede expresar como"U={x € Q| x-(a+b)e U}"

para algun conjunto abierto "U™ en "Q".

Luego, seleccionamos un numero racional "n" que sea lo suficientemente
grande, de manera que el valor absoluto de "p/q - a" y "r/s - b" sea menor que
"1/n". Esto asegura que "p/q" y "r/s" estan lo suficientemente cerca de "a"y "b",
respectivamente. Ahora, consideramos un numero racional "c = m/n" que

también esté lo suficientemente cerca de cero, donde "m" es un nimero entero.

Si consideramos la diferencia "p/q + r/s - (a + b)", podemos escribirla como "(ps
+qr)/gs - (ap + bq) / gs". Simplificando esta expresion, obtenemos "(ps + qr -
ap - bq) / gs". Como hemos seleccionado "n" para que sea lo suficientemente
grande, el numerador de esta expresion, "ps + qr - ap - bq", es menor que "n".
Esto implica que la diferencia "p/q + r/s - (a + b)" es menor que "1/n", lo que

significa que "p/q + r/s" esta lo suficientemente cerca de "a + b".

Por lo tanto, hemos demostrado que para cualquier vecindad abierta "U" de "a
+ b" en "Q", existe una vecindad abierta "V" de "(a, b)" en "Q x Q" tal que "x +
y € U" siempre que "(x, y) € V". Esto implica que la operacién de adicion es
continua en los numeros racionales "Q", lo que justifica la construccion de los

numeros reales mediante la completacion de este grupo topoldgico.
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6.9. Propiedades de los numeros reales

Una vez que hemos construido los numeros reales mediante la completacién del

grupo topoldgico "Q", podemos demostrar que los numeros reales poseen una

serie de propiedades que Ilos caracterizan. Estas propiedades son

fundamentales en el estudio de los numeros reales y su comportamiento

matematico. A continuacién, destacaremos algunas de las propiedades mas

importantes:

6.9.1 Propiedad de Cuerpo

Los numeros reales forman un cuerpo, lo que implica que cumplen con las

siguientes propiedades algebraicas:

a)

Asociatividad de la Adicion: Para cualquier conjunto de nimeros reales
"a","b"y"c"en"R", la adicion es asociativa, es decir, se cumple la propiedad
"(@+b)+c=a+ (b+c)". Esto significa que el resultado de la suma de tres
numeros reales es independiente del orden en que se realicen las
adiciones.

Conmutatividad de la Adicion: Para cualquier conjunto de nUmeros reales
"a"y "b" en "R", la adicién es conmutativa, lo que implica que "a+ b =b +
a". Esta propiedad establece que el resultado de la suma de dos numeros
reales es el mismo, independientemente del orden en que se sumen.
Existencia de Elemento Neutro Aditivo: Existe un numero real "0" tal que
para cualquier numero real "a", se cumple la propiedad "a + 0 = a". El
numero "0" es el elemento neutro de la adicion en los numeros reales.
Existencia de Elemento Opuesto Aditivo: Para cada numero real "a",
existe un numero real "-a" que cumple con la propiedad "a + (-a) = 0". El
numero "-a" es el elemento opuesto aditivo de "a" en los numeros reales.
Asociatividad de la Multiplicacion: Para cualquier conjunto de numeros
reales "a", "b" y "c" en "R", la multiplicacién es asociativa, lo que significa
que se cumple la propiedad"(a *b) *c=a * (b * c)". Esta propiedad asegura
que el resultado de la multiplicacion de tres numeros reales es

independiente del orden en que se realicen las multiplicaciones.
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f) Conmutatividad de la Multiplicacién: Para cualquier conjunto de numeros
reales "a" y "b" en "R", la multiplicacion es conmutativa, lo que implica que
"a*b=Db*a". Esta propiedad asegura que el resultado del producto de dos
numeros reales es el mismo, independientemente del orden en que se
multipliquen.

g) Existencia de Elemento Neutro Multiplicativo: Existe un nimero real "1"
tal que para cualquier numero real "a", se cumple la propiedad "a * 1 = a".
El numero "1" es el elemento neutro de la multiplicacion en los numeros

reales.

6.9.2 Propiedad Distributiva de la Multiplicacion respecto a la Adicion: Para
cualquier conjunto de numeros reales "a", "b" y "c" en "R", la multiplicacion
se distribuye respecto a la adicion, lo que implica que "a * (b + ¢) = (a * b)
+ (a * c)". Esta propiedad permite expandir la multiplicacion de un numero

real por la suma de otros dos numeros reales.

6.9.3 Propiedad Distributiva de la Adicion respecto a la Multiplicacion: Para
cualquier conjunto de numeros reales "a", "b" y "c" en "R", la adicion se
distribuye respecto a la multiplicacion, lo que significa que "(a + b) *¢c = (a

c) + (b * c)". Esta propiedad permite expandir la suma de dos numeros

reales multiplicada por otro numero real.

La demostracion de estas propiedades se basa en las propiedades
fundamentales de los numeros racionales y la completacién del grupo topoldgico
"Q", que asegura la continuidad de las operaciones en los numeros reales.
Mediante estas propiedades de cuerpo, los nUmeros reales se convierten en un
conjunto numérico completo y coherente, lo que es esencial en el desarrollo de

la matematica y su aplicacion en diversas areas del conocimiento.

6.10. Propiedad de Orden
Los numeros reales forman un conjunto totalmente ordenado, lo que significa
que para cualquier par de elementos "a"y "b" en "R", se cumple una relacion

de orden que satisface las siguientes propiedades:
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a) Reflexividad: Para todo numero real "a" en "R", se cumple que "a<a". Esto
indica que cada numero real es mayor o igual a si mismo.

b) Transitividad: Si para tres nimeros reales "a", "b"y "c" en "R", se tiene "a
< b"y"b =c", entonces también se cumple que "a < c". Es decir, si un
numero real es menor oigual a otro, y ese otro nimero real es menor o igual
a un tercer numero real, entonces el primer numero real también es menor
o igual al tercer numero real.

c) Antisimetria: Para cualquier par de nimeros reales "a"y "b"en "R", si "a<
b" y "b < a", entonces se cumple que "a = b". Esto significa que si dos
numeros reales son comparables en términos de su relacién de orden,
entonces son iguales.

Ademas, la propiedad de orden de los numeros reales también se extiende
a las operaciones de adicion y multiplicacion:

d) Propiedad de Orden de la Adicion: Para cualquier conjunto de numeros
reales "a", "b"y "c" en "R", si "a <b", entonces se cumple que "a+ c<b +
c". Esta propiedad indica que sumar un numero real positivo a ambos lados
de una desigualdad no cambia la direccién de la relacién de orden.

e) Propiedad de Orden de la Multiplicacion:

Para cualquier conjunto de numeros reales "a","b"y "c"en"R",si"a <b"y
"c" es un numero real positivo, entonces se cumple que "a*c<b * c". Esta
propiedad indica que multiplicar ambos lados de una desigualdad por un

numero real positivo no cambia la direccion de la relacion de orden.

La demostracion de estas propiedades se basa en la construccion de los
numeros reales mediante la completacién del grupo topologico "Q", que garantiza
la preservacion del orden y la continuidad de las operaciones. Estas propiedades
de orden son esenciales en el analisis matematico y en la comparacion y

clasificacion de los nimeros reales en diversas aplicaciones practicas y tedricas.

6.11. Propiedad de Completitud
Los numeros reales son un conjunto completo, lo que implica que toda sucesion
convergente de numeros reales tiene limite en el conjunto de los numeros

reales. Formalmente, esto se puede expresar de la siguiente manera:
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a) Definicion de Conjunto Completo
Un conjunto "A" de numeros reales se dice completo si toda sucesion de
numeros reales "an" en "A" que es convergente tiene su limite en "A".

b) Demostraciéon
Para demostrar que los numeros reales son un conjunto completo,
consideremos una sucesion "an" en "R" que es convergente. Es decir, existe
un numero real "L" tal que para cualquier nimero real positivo €, existe un

indice natural "N" tal que para todo n =N, se cumple que |an - L| <E€.

Queremos demostrar que "L" también pertenece a "R". Supongamos que
"L" no esta en "R". Entonces, existe un numero real positivo & tal que no
existe ningun elemento "an" en "R" que cumpla |an - L| < &. Sin embargo,
esto contradice la definicion de convergencia, ya que para cualquier € > 0,

podemos encontrar un numero real "an" en "R" tal que [an - L| < €.

Por lo tanto, "L" debe pertenecer a "R", lo que demuestra que toda sucesion
convergente de numeros reales tiene su limite en "R". Por lo tanto, los

numeros reales son un conjunto completo.

La propiedad de completitud de los numeros reales es fundamental en el
analisis matematico, ya que garantiza que no existen "agujeros" o "lagunas”
en la recta real. Ademas, esta propiedad es esencial para definir conceptos
como supremos e infimos, que son fundamentales en el estudio de

conjuntos acotados y funciones en el ambito de los niumeros reales.

6.12. Propiedad de Arquimedes
La propiedad de Arquimedes es una caracteristica fundamental de los numeros
reales que establece una relacién entre los numeros reales y los numeros
enteros. Formalmente, la propiedad de Arquimedes se puede expresar de la

siguiente manera:

a) Definicion de Propiedad de Arquimedes
Para cualquier numero real positivo "X", siempre existe un nimero entero

positivo "n" tal que "n > x".

Fondo Editorial “La Cantuta” UNE pag. 69



b) Demostracion
Para demostrar la propiedad de Arquimedes, supongamos por el absurdo que
no es cierta. Es decir, supongamos que existe un numero real positivo "x" tal

que para todos los numeros enteros positivos "n", se cumple que "n < x".

Consideremos la sucesion de numeros enteros positivos "nk = |kx]", donde
"|kx|" denota la parte entera de "kx". Como "x > 0", la sucesion " nk" es una

sucesion estrictamente creciente de numeros enteros positivos.

Por otro lado, dado que "x > 0", podemos aplicar el Teorema del Valor
Intermedio a la funcidon continua "f(t) = t" en el intervalo cerrado "[0, X]". Esto
implica que para cualquier numero entero positivo "n", existe un numero real "

tn" en el intervalo "[0, X]" tal que "f(tn) = th = n".

Sin embargo, esto lleva a una contradiccion, ya que si elegimos "n = nk" para
algun indice "k", tendriamos que " tn = nk = |kx|" no es un numero entero, lo

cual contradice que " tn " debe ser un numero entero.

Por lo tanto, nuestra suposicion inicial es falsa y la propiedad de Arquimedes

se cumple para todos los numeros reales positivos "X".

La propiedad de Arquimedes es esencial en el andlisis matematico, ya que
garantiza que los numeros reales son "densos" en el sentido de que siempre
hay un niumero entero mas grande que cualquier numero real positivo. Esta
propiedad se utiliza en muchas demostraciones y teoremas en el ambito de
los nUmeros reales y es una de las propiedades fundamentales que los

caracterizan.

6.13. Propiedad de Densidad

La propiedad de densidad es otra caracteristica esencial de los numeros reales
que se relaciona con los numeros racionales. Esta propiedad establece que los
numeros racionales son densos en los numeros reales, lo que implica que entre

cualquier par de numeros reales siempre existe un numero racional.
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a) Definicion de Propiedad de Densidad

Para cualquier par de numeros reales "a" y "b" con "a < b", siempre existe
un numero racional "r" tal que "a <r < b".

Demostraciéon

Para demostrar la propiedad de densidad, consideremos dos numeros

reales "a"y "b" con"a < b". Queremos mostrar que existe un numero racional

"r'" en el intervalo abierto "(a, b)".

Dado que "a" y "b" son numeros reales, podemos representarlos como
sucesiones de numeros racionales convergentes. Es decir, existen dos
sucesiones de numeros racionales "an"y " bn" que convergen a "a"y "b",

respectivamente.

Usando la propiedad de convergencia de sucesiones, podemos encontrar
n n

dos indices "n_1" y " n2" tales que para cualquier "n=n1","a-1/n<an<a+

1/n" y para cualquier

"nzn2","b-1/n< bn<b+1/n"

Tomemos "n = max(n1, n2)". Entonces, tenemos que "a - 1/n <an<a+ 1/n"

y "b-1/n<bn<b +1/n" para cualquier "n = n1, n2".

Ahora, consideremos la sucesion de nimeros racionales "cn = an + 1/n".
Observemos que "cn" es una sucesion de numeros racionales que esta

acotada inferiormente por "a" y superiormente por "b". Dado que " an"
converge a "a"y "1/n" converge a "0", podemos aplicar las propiedades de

limites para concluir que "cn" converge a "a" cuando "n — «".

De manera similar, podemos considerar la sucesién de nimeros racionales

"dn = bn- 1/n" y mostrar que converge a "b" cuando "n — «".

Ahora, debido a que "cn" converge a "a"y "dn" converge a "b", podemos

afirmar que existe un indice " no" tal que para cualquier "n =2 no", "a <cn <b",
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y por lo tanto, encontramos un numero racional "r = ca" que cumple con la

propiedad "a<r<Db".

Por lo tanto, hemos demostrado que los numeros racionales son densos en
los numeros reales y que siempre podemos encontrar un numero racional
entre cualquier par de numeros reales. Esta propiedad es fundamental en el
analisis matematico y es esencial para el estudio riguroso y detallado de los

numeros reales.

6.14 Conclusién
La construccion de los numeros reales mediante la completacion de un grupo
topoldgico es un enfoque poderoso y riguroso que permite obtener un conjunto
completo y ordenado de numeros reales a partir del conjunto de los numeros
racionales. Los numeros reales poseen propiedades fundamentales que los
hacen esenciales en el desarrollo de la matematica y su aplicacion en diversas
areas del conocimiento. La completacion de un grupo topoldgico proporciona
una perspectiva interesante y profunda para comprender la estructura y las
propiedades de los numeros reales, lo que contribuye al avance del

conocimiento matematico.
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CAPITULO VI
APLICACIONES DE LOS NUMEROS REALES

En esta seccidn, se examinaran las diversas aplicaciones de los nimeros reales tanto
en el campo de las matematicas como en otras disciplinas cientificas. Los niumeros
reales, como conjunto numérico fundamental, juegan un papel esencial en la
resolucién de problemas complejos y en la representacion precisa de fendmenos del

mundo real.

7.1. Uso de los numeros reales en matematicas

En el ambito de las matematicas, los numeros reales son la base de numerosas
ramas y conceptos fundamentales. En el calculo diferencial e integral, los numeros
reales son fundamentales para definir limites, derivadas e integrales, permitiendo
el estudio de funciones y su comportamiento. Ademas, en el algebra, los numeros
reales son utilizados para resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones, lo que
tiene aplicaciones en la resolucion de problemas en diversas areas de la ciencia

y la ingenieria.

Asimismo, los nUmeros reales son esenciales en la geometria, ya que la recta
numérica proporciona una representacion grafica de los numeros y permite
establecer relaciones de orden y magnitud entre ellos. En la teoria de numeros,
los numeros reales también juegan un papel relevante, especialmente en el
estudio de las propiedades de los numeros primos y en la demostracion de

teoremas relacionados con la divisibilidad y las congruencias.

7.2. Aplicaciones en otras disciplinas

Ademas de su importancia en las matematicas, los numeros reales tienen
aplicaciones en diversas disciplinas cientificas. En la fisica, por ejemplo, los
numeros reales son esenciales para describir magnitudes fisicas como la posicion,

la velocidad, la aceleracion y la fuerza. Asimismo, en la quimica, los numeros reales
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se utilizan para expresar cantidades de sustancias y para realizar calculos

estequiométricos en reacciones quimicas.

En la ingenieria, los nimeros reales son fundamentales para realizar calculos de
disefio, analisis y simulacion de sistemas y estructuras. Ademas, en la economia y
las ciencias sociales, los numeros reales se utilizan para modelar y analizar

fendbmenos econdmicos, sociales y demograficos.

Incluso en el campo de la medicina y la biologia, los niumeros reales se emplean
para medir y cuantificar datos biomédicos, como la presion arterial, los niveles de

glucosa en la sangre, la temperatura corporal y otras variables fisiolégicas.

En resumen, los nimeros reales tienen una amplia gama de aplicaciones en
diversas disciplinas cientificas y son una herramienta indispensable para la
resolucién de problemas y el andlisis de datos en el ambito académico y

profesional.

7.3. Conclusiones
En esta seccion, se presentan las conclusiones obtenidas a lo largo del desarrollo
del texto sobre la construccion de los numeros reales. Se recapitulan los hallazgos
principales y se ofrecen reflexiones finales sobre la importancia y el impacto de este

tema en el campo de las matematicas y otras disciplinas cientificas.

7.4. Recapitulacién de los hallazgos principales
A lo largo del desarrollo del texto, se ha explorado en profundidad la construccion
de los numeros reales, desde sus fundamentos tedricos hasta sus aplicaciones en

distintas areas del conocimiento. Algunos de los hallazgos principales son:

Los numeros reales son un conjunto numérico que incluye alos numeros racionales
e irracionales, y su representaciéon en la recta numérica permite visualizar la

totalidad de los numeros y establecer relaciones de orden entre ellos.

Los numeros reales poseen propiedades y caracteristicas fundamentales en el

desarrollo de las matematicas y su aplicacion en otras areas. Entre estas
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propiedades destacan la cerradura bajo las operaciones de suma y multiplicacion,

la existencia de inversos aditivos y multiplicativos, y la propiedad de densidad.

La construccion histérica de los niumeros reales ha sido un proceso fascinante en
la historia de las matematicas. Diversos matematicos han contribuido con métodos
rigurosos, como el Método de Dedekind y el Método de Cauchy, para establecer

una base tedrica solida de los nimeros reales.

Los numeros reales tienen aplicaciones fundamentales en las matematicas y otras
disciplinas cientificas. En matematicas, son la base para el calculo diferencial e
integral, el algebra, la geometria y la teoria de numeros. Ademas, tienen
aplicaciones en la fisica, la quimica, la ingenieria, la economia, las ciencias

sociales, la medicina y la biologia.

7.5. Reflexiones finales sobre la construccion de los niumeros reales

El estudio de la construccion de los numeros reales es de gran relevancia y
trascendencia en el ambito académico y cientifico. La comprension de sus
fundamentos tedricos y su aplicabilidad en diversas areas del conocimiento
permiten a los investigadores y profesionales abordar problemas complejos y

desarrollar modelos matematicos y cientificos precisos.

Asimismo, la construccidn de los numeros reales ha sido un proceso histérico en
constante evolucion, donde distintos matematicos han aportado en la busqueda de
una base solida para este conjunto numérico. La exploracion de los métodos de
construccion, como el Método de Dedekind y el Método de Cauchy, nos permite
apreciar el ingenio y la creatividad de los matematicos en su busqueda de la verdad

matematica.

En conclusién, la construccion de los numeros reales es un tema apasionante y
desafiante, que ha dejado un legado duradero en el desarrollo de la matematica y
su aplicacion en multiples campos cientificos. La sélida formacién en los
fundamentos tedricos de los numeros reales y su comprension en el contexto

historico son fundamentales para el avance de la ciencia y el conocimiento humano.
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